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Die nachfolgende Uebersetzting ist Torau^swreise durch 
die Aufforderung des Herrn Professor Gruner t im Arekih 
der Mathematik und Fh^ 2%. XXXIX Heft B LUr, Ber. 
CLV. TeraDlasxt worden, in welchem dieser ausgeseichnele 
Gelehrte folgendermassen urteilt: 

,,Sol[teD wir nun unser Urtheil in der Kurse noch im AU* 
,,gemeinen aussprechen, so würden wir dasselbe in den Wor- 
,,ten xusammenfassen: daee wir das vorliegende eeköne Werk 
^^für ein vortreffUehee^ sehr vollständiges^ in seiher Art jetat 

^^einzig dastehendes Lehrbuch der rein geometrischen 7%eorie 
^^der ebenen Curven halten^ durch welches ein Jeder in den 
^^St(ind gesetzt wird^ sich mit Leichtigkeit und grosser Be- 
^^friedigung eine vollständige Kenntniss des betreffenden 
^^Gegenstandes zu verschaffen. Der Herr Verfasser verdient 
,,fär die Pubücation dieses Werkes jedenfalls den grössten 
,,Dank und wir würden eine sofortige Ueberseteung dessel-- 
^^ben ins Deutsche für ein überaus verdienstHehes Unter- 
^nehmen und eine wahre Bereicherung unserer Literatur 
^^halten»^*^ 

Bine Rücksprache darauf hin mit dem Verleger dea Ar- 
chivs hatte das hier vorliegende Unternelünen anr Folge. 
Herr Professor Cremona erlaubte mit der grasten Bereit- 
willigkeit die Lebersetzung des Werkes (inil hat einige Partien 
desselben für die deutsche Ausgabe einer nicht unwesentli- 
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Vorrede 



eben Aenderung untenogen. Diese Aenderiingen betreffen 
die Carvenreiheo Tom index v. Der Erfinder der Haupsitse 

über diese Gebilde, Herr S, de Jonqui^res^ Commandant 
der Fregatte Le Uertolet vor Vera ('niz, hatte nämÜLh ia 
dem Giornale di Maiemaiiehe ad uso de^li studenti delle 
Umversita Italiane durch einen Brief an den Herrn Veri'asser 
diese Sätoe einer nicht unwichtigen Einschränkung unter- 
worfen, und es iLonnten eben deshalb diese Teile des Wer- 
kes in ihrer ursprünglichen Gestalt nicht bestehen bleiben. 
Eine Vergleicbung mit dem Originale wird am ersten die 
Wichtigkeit derselben henrortreten lassen. Die am Schlüsse 
beigegebenen Zusätze und weiteren Ausfährungen sind ebenso 
die Frucht einer genauen Revision des Werkes durch den 
Verfaszer und einen befreundeten enjErlischen Mathematiker 
Dr. Hirat. Durch die lange Verzögerung des Druckes ist 
es such möglich geworden, im Haupttexte die neuesten Pu- 
biicationen des Herrn Professor ChaeleM au Paris und an- 
dere neuere Arbeiten benutzen au können, und dadurch teil- 
weise Yerbesaerungen ansubringen. 

Im Uebrigen ist das vorliegende Werk eine treue lieber* 
setming des ' Originals mit einigen wenigen, der Consequenx 
wegen eingelibrten und vom Autor gebilligten Aenderangen 
der Beseiehnung. Wo s. B. in dieser CJebe|«etsung die Schwa« 
baeher Schrift zur Anwendung gekommen, hat das Original 
grosze lateinische Buchstaben gewählt. Da aber in den Vibri- 
gen Partien diese Buchstabengattung nur Linien, nie Puncte 
bezeichnete, so hielt ich mich zu dieser Vertauschung für 
ebenso berechtigt, als verpflichtet. Aus dem gleichen Grunde 
habe ich für die Coefficienten überall, wo sie im Originale 
nicht lur Anwendung gekommen, griechische kleine Buch- 
staben einsuführen mir erlaubt. 

Die Orthographie ina^r Manchem anstöszig sein. Ich 
hatte die Absicht, dieselbe in die gewöhnliche umzuändern, 
als mir von den beiden ersten Bogen die AushängelHigon 
ittkanen, und ich also ohne grosze Opüra des Verlegers cdne 
Aenderung in dieser Beziehung nicht mehr ansfüluren konnte. 
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de» Serausffebers, TO. 

ScIllieMlieb sage ich noch dem Herrn Professor Bruneri^ 

der mir mit liebenswürdiger Bereitwiltigkeit die Benutzung 
seines Dedicationsexeniplars des Originals iür die l cber- 
setzung gestattete, sowie dem Herrn Stiid. math. Tkie/ zu 
Greifswald, der von dem vierten Bogen an die ersten Cor- 
recturcn besorgt hat, und der Verlagshandlung für die Be> 
reitwiiUfkeit) mit der sie meine Wünsche in Betreff der 
Ausstattung genehmigte, hiermit meinen tnfirichtigen Dank. 

Thorn im September 1864. 

Ber Uebersetier. 
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Vorrede des Verfa^izers. 

„Peut donc qui vuudra, dans l'ctat 
acteel de la sdence, ^cneraliser et cr^er 
eil g^m^trie: le gdnie n'est pliu indi^en- 
eable potir ajonter nne pierre )i l'^difiee.'' 

IChaaleSf Apergu historique, p.2S9J] 

Der Wunsch, durch reiu geometrische Methoden die 
Beweise der so wichtigen Sitse xu finden, welche der he- 
rfthmte Steiner in seiner kurzen Abhandlung ^^AUgemeine 
Eigenschaften der aigebraiscken Cktrven^^ {Crelle^ T. 47) 

ausgesprochen hat, liesz mich Untersuchungen anstellen, von 
denen ich hier eine, wenn auch unvollständige Probe gebe. 
Aiif einigen wenigen Eigenschaften eines Systems von Puncten 
in gerader Linie habe ich die Theorie der Polaren in Be> 
sug anf eine Curre von beliebiger Ordnung abgeleitet, eine 
Theorie, die sich mir so ÜMt von selbst darbot und sich so 
reich an Folgerungen seigte, dass ich mich überaeugt hal- 
ten musxte, in ihr die in Wahrhfsit natfkrlichste Methode Inr 
die Untersuchung der ebenen Cnrven erhalten an haben. 
Der einsichtsvolle Leiser wird beurtheilen können, in wie weit 
ich mich aui das Wahre gestützt habe. 

Oer Teil meiner Untersuchungen, den ich hiermit ver- 
oifentliche, ist in drei Abschnitte geteilt Der erste dersel- 
ben liefert an sich nicht viel Neues, aber ich glaubte, dasz 
es, auszer der Darlegung der Fundaraentallehren, die im 
Wesentlichen die Methode, deren ich mich im Folgenden 
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bediene, ausmaelieii, dass es da, aa^e ich, nicht ohne Nutxen 
sein wurde, die weaentiichaten Eigenachaften in Beiug auf 
die Darchachnitfapnncte und die Beschreibung der Cnr^en 
znsammen zu stellen, damit der junge Leser Alles, was zum 

Verstäiiduiäz meiner Arbeit uutig ist, hier selbst vorfinde. 

Der Theorie der Polaren ist der sweite Abschnitt ge- 
widmet. In ihm entwickle und beweise ich mit einfachen, 

und gleichmäszigen geometrischen Methoden nicht allein die 
Sätze Steiners^ die er ohne Beweis ausgesprochen hat, son- 
dern üUL'li eine bedeutende Zahl anderer, teils neuer, teils 
schon von den berühmten Geometern Plücker^ Cayley^ 
He 8 8 6^ Clebsch^ Salmon und Anderen mit Hilfe der al- 
gebraiachen Analyse bewiesener Sätae. 

fii dem letzien Abschnitt endlich wende ich die allge- 
meine Theorie auf die Curven dritter Ordnung an. 

Auszer den Werken der oben genannten Geometer habe 
ich noch die \on Maclaurin^ Carnot^ Poncelet^ Chas- 
les^ Bobillier. Möbius^ Jonqui^re8^ Bischoff luA. 
benutzt, deren Studium ich das, waa etwa an meiner Arbeit 
Gutea sein sollte, zuschreiben musz. Sehr wörde es mich 
freuen, wenn dieselbe in Etwaa daau beitragen Itönnte in 
Italien die Liebe xu den Beti^chtungen der rationellen Geo- 
metrie immer mehr su verbreiten. 
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der Kegelschnitte, für wdche xvd gegebene Kegelschnitte re- 
ciproke Polaren darstellen. llld. Coi^ngiecte Dreiecke ei- 
nes Kegdsdmitts, die glddiaeitig einem anreiten ein- oder 
nmgescbrieben sind. — llle. Kegelschnitte, deren Tangenten 
Bi?ei andere Kcgelscltnitte in harmonisehen Poncten schnei* 
den* — ' lllfl Fortsetsnng von llld. — lil6ti. Carrenreiben 
sweiter Ordnung. — lll6ua. Zsbl der Eegelschnitte, die 
fBnf gegebenen Bedingungen genttgen. 



§»19. Bie Cimi wckke efai htiet betchreibti deim Iiil- 



XU InhdUwerxeickmsz, 

Seite. 

eftrleen aick nicb einen beftbntei Heaetie ?er- 

ändern 17» 

112. Durch cinon Punct eine Gerade zu legen, welche in ihm 
die Polare eines beliebigen ihrer Functe berührt. — 112a. Ein- 
hüllende der Verbindungsgeraden der entsprechenden Puncto, 
der Carvcn von Uesüc und Steiner. — 112b. Zahl der 
PoQcte einer Geraden, ftür die diese eelbst Ludicatriz ist — 
IIS. Ort der Ftmcte» dcsMii IndkatrieiD dnrdi eineii futen 
Pimct geben. — 114. Sinhfillende der Indieatiieen der Ftancte 
dner gegebenen Cnnre. 114«. Spedelfiill. — 114K ISn- 
hftllende der Indicatricen derPnncte der Gnrre von Hesse*-* 
III». Ort eines Pnnetes, dessen Indicatrix eine gegebene Cnnre 
berfihrt. 116. Ort'dnes yuiabeln Fnnetes von der Be- 
sebafienbeit» dan dnreh VarUndong dessdbea ndt swei kabm 
Pnncten in Besng anf seine conischc Polare reciproke PolaF' 
I ren entstehen. 116 a. Anderer Aasdruck des Vorigen. — 
l)6b. Bflschel von Cun'cn lü. — 117. Verallgemeinerung 
der vorigen Aufgabe. — 117 a. Weitere Verallgemeinerttiig. — 
I17b» £ine andere VeraUgemeinemng. 

§«2i. Einige Fiijs;eii8ckafteB der Cnrren von lesse und 

Steiner 187 

118— 118 a. Die Cnnre rem Steiner ist die Einhüllende der 
geraden Polaren derCnrvc von Hesse. 118 b. Classe der 
Cnrve von Steiner. 118c. Eigenschaften der Wendetan- 
genten der Fundamcntaicurvr. — 118d. Zahl der weiteren Sin- 
gularitäten der Curve von ISteiner, — 119—119 n. Die ersten 
Polaren der Punete einer Doppeltangentc der Curve von Stei- 
ner berühren sich in zwei Pnncten. — 119 b. Die ersten Po- 
laren der Punete einer Wendetangente der Curve von Steiner 
osculieren sich sünimtlich in einem Puncto. — 120. Die Po- 
laren der Doppclpunctc der Curve von Steiner haben zwei 
Duppelpancte. — 121. Die erste Polare einer Spitze der Cnrve 
von Steiner bat ebenfalls eine ^itse. — 122. Die letste 
Folare einer Cnnre berObrt die Cnrve von Steiner in den 
entsprecbenden Fnneten der DnrcliscbnittBpnnete dar gegebenen 
Curve mit der Corve von Hesse. 

§.21. Sigeniehaften der iweltei Pdarei lü 

ISS. Gemeine und gemischte swdte Polare einos Fnnctes. — 
124. Ort der Berflhmngspnncte der aweiten Polare einer Gera- 
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den Bit deo gemeiiten swdtm Poiaven ütrer Fönet«* 124«. 
AiTttty^fc*** dar Eigenschaiten der Bfniten Bcdwen. dattr G«*- 
den mH imm eines KogeUoliiiittea. — 124 b. E&ilifiUSnde ei- 
ner BeUie vom Index S. IS4e. £igenschaften dar Dnreh- 
schnittspimcte der Cnrve von Hesse des Netzes mit der zwei* 
ten Polare von IL ^ 1S5. Andere Erklärung der zweiten Polare 
einer Geraden. — 125 a. Gemeine und gemischte zweite Polaren 
zweier Geraden, — 125 b. Weitere Detinition der gemischten 
zweiten Polare zweier Geraden, — 125 c. Eigenschaften dea 
Durchflcimittspunctcs beider Geraden. — 126. Die gemeinen 
und gemischten zweiten Polaren, die durch einen Punct gehen, 
biiiieu ein Netz. — 127. Die gemeine- f-weito Polare einer 
Qeraden berührt die Curve von Hesse in allen Puncten, die 
ab mit Ihr gemein hat. — 1S7a. Die Cnrve von' Hesse be- 
ffUirt die cweite Polare des dm Bertthrungspunete emepKeehen- 
den Fkmelee der Com Ton Steiner. — 1271». Eigensebafteii 
der Tkogenteii der Onrre von Heese «nd Steiner In den 
Pimeten p nnd o. — 187 c. Weitere Etagensebaften des Flin- 
ttm p, lB7d. Die Gerade M als Taagento der Onn« von 
Steiner. — 128. Gerade Linien, deren snraite Folann einen 
Doppelpnnct besitzen. — 129. Ort eines Pnnctes, deszen co- 
nische Polare in «in einem gegebenen Kegelsdmitt eoqjngier- 
tes Dieiseit eingeschrieben ist 



Drittes CapltOL Gurren dritter Ordnniig. 

§•11. iie tem TW lease wU Cayley eiier tofe drit- 
ter Oriniig 

ISO. Nähere Bestimmung der zn betrachtenden Curveu dntter 
Ordnung. — 130 a. Gerade und comsche Polare eines Punctes ; 
jede Gerade hat vier Pole. — 130 b. Gemischte zweite Polare 
zweier Puncte. — 130 c. Die i undamentalcurve ist von der 
gechäten Ciasse. — I30d. Der Pouct o als Punct der Fimda- 
mentalcnr?e* 181. Das DoppetverUltniss dsr vier Tangenten, 
die man von einem Puncte der Vnndamentalcarve an dieselbe 
legen kann, ist eonstani. ^ 131a. Die Doxdiscbnittspnnele 
der Tangenten atrcier fnnde der Eandamentalcarre liegen anf 
vier Kegelschnitten, -p« 121 b. Doppelverbiitniea efaier Cnrre 
dritter, Ordnung. — 122. Die Curveu vun Hesse und Stei- 
ner lallen susammen. — 132 a. SänhflUende der Geraden o»'. 



xnr 



4 

IftSb. Die Com yon Heaie eines Heins «weiter Cid- 
mmg. ^ issc Die Ctirre tob Hesse« eis länhlUleiide der 
gwftdeft Foleven ihrer Pencte. — 133. Tangenten der Curre 
TOii Hesse in swei conjngierten Polen. — 133 a. Correspoii* 
dierende Pancte einer Curve dritter Ordnung. — 133 b, Cunre 
von Caylcy der Fundamcntalcurvc. — 133 c. Taugenten von 
einem Puncto der Curve von Hesse an die von Cayley. — 
133 d. Andere Erklärung der Cutveii vuu Hesse und Cayley. 
— 134. Vicrscitc, deren Scheitel correspondiercnde Puncte der 
Curve vuu Hesse sind. — 134 a. Involution der Verbindungs- 
linien conjagierter Pole mit einem Tuucte der Curve von 
Hesse. — 134 b. Umkehrnng des Vorigen. — 135. Die Curve 
von Cayley ist der Ort der Tetbondeaen Pole dnr Punete 
der Cnrre Von Hesse. — 185«. Tengeaten von einem Fonete 
der Onrre von Hesse nn die Cnrre Ton Cayley. — 185b. 
Die Carre Ton Cayley ist von der sechsten Ordnung« — » 
185 c. Hsimonische Ejgeaschai^ der Veibindnngsgenden swsier 
eoi^ngierter Pole. 186. Polooonic» dner Geraden. » 186 a. 
Weitere Dednition der oonischm Pohure. «- 186 K Nene De- 
finition der Cnrven von H e 6 s e und Cayley. — 136 c — d. Ge- 
mischte Poloconiea zweier Geraden. — 137. Jede Poloconica 
berfthrt die Curve von Hesse in drei Puncten. — 137 a. Ei- 
genschaften der Berührangspuncte. — 137 b. Conische Polare 
eines Punctcs der Curve von He^sc in Bezug auf dieselbe 
Cur\'e. — 13R. Beigeordneter Kegelschnitt. — 138 a. Andere 
Erklärung der Curve von Hesse. — 138b. Neue Erldämng 
der Curve von Cayley. 

Hiehd CuTta dritte» irdsiag nit deisetten ' 
Wendepunetei 224 

139. Harmonische Polare eines Wcndepnnctes einer Curve drit- 
ter Ordnung. — 139 a. Eigeubchaften der harmonischen Po- 
lare. — 139 a&M. Involution der Tangenten von einem Puncte 
• von J an die gegebooe Corre. — t39b. Die Wendepuncte lie- 
, gen SU drei nnd drei in gerader Idnie. — 189 e~d. Eigen- • 
sehafk der hannoniseben Polare.- ^ I89e. Die Berlttimngs- 
pnncte der Tangenten dreier Pnnete der barmooisdien Polaren 
dtder Wendepnnete liegen an£ dnem Kegdscimitt. 140. Wei* 
tere Eigenschaft eines Wendepnneles. « 140 a. Sydgetisdies 
Bftsehel von Cnrven dritter Ordnung. — 140b. Durch die 
neun Wendepanete gehen vier Systeme von drei Geraden. — 
141. Ber&hmngspnnflte der Cnrre von Hesse mit den Wende* 
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taogenleii d«r gegdbenen rondameiitaleiim. — 141 «. GeDMin- 
«dmfiliclie Tangenten der Gnm Ton Heeie nnd der Gnmd- 
cnrre. 1411». Btrflbmngipiinete'der Cnrr« too Heeee and 
. Cayley. ^ 141 e. Kigwucihnft dar fiamoniadian PoUraii* » 
141 d. Bedprocit&t zwischen dan Corven von Hesse und 
Cayley. 14S. Eigenschaften der sjdgatiacben Dreiecke. — 
1 43. Die Corve dritter Ordnung als Cnrve von Hesse dreier 
mit ihr syeigetischer Curven derselben Ordnung. — 142 a- Die 
sydgetischen Dreiseite als Curven von Hesse. — 143b. Die 
Curve dritter Ordnung als Cur\'c von Hesse ihrer Curve von 
Hesse. — 144. Relationen zwischen den Abschnitten. — 
144 1^. Eine Curve dritter Ordnune; hat höchstens drei reelle 
Wendepuncte. — 144h. Folgerung iür die Curve von Hesse. — 
144c Bedingnngsgleichung fOr die Curven, die die Curven 
TOB Haa la ihrw eigenen Cnrran von Haaaa dnd. — 145. Dia 
Cvnra von Haaaa ainar ftqn!anlia«Knlichaa nnd ainar banno- 
wischan Curva dritter Oidnnng. 

§•24. iieCirre dritter OrdniBg als Cnrre TdB Hesse dreier 

- rerichledcBcr Nelie tm legeleciiBittea betrachtet . %4i 

146 Eine Com drittar Oxdnnag enthalt dtci Systeme eone- 
i^ondiarandaii Pnncte. 146a. Eigenschaft das ToUstindigen 
Yiafsaits, des ans den BerfOiraqgspBnatsn von vier Tangenten, 
die sidl in einem Pnncte der Curve s^st schneldeni gabüdat 
ist — 146b. Vollständige einn Curve dritter Ordnnag ainge* 
Bchriebene Vierseite. i46c. Beziehungen zwiscboi correspon« 
dierenden Puncten der verschiedenen Systeme. — 147. Be- 
ziehung swischen vier Puncten, die denselben Tangentialpunct 
haben. — 148. Die geraden Polaren eines Functes einer Curve 
dritter Ordnung, in Bezug auf die mit dieser sycigetischen Cur- 
ven, gehen durch den Tangentiaipunct des gegebenen Punctes. 

— 148 a — b. Weitere Eigenschaften der geraden Polaren. — 
149. Eigenschaften der Tani,enten einer Curve dritter Ordnung 
aus drei ihrer Paucte in gerader Linie. — 149a— c. Eigen« 
schalten der Pnnete Oj, 6,, c^. — 149d. Eigenschaften der 
Dnrchscbnittspnncte der bdden projectiTisehen StralenUlsebeL 

— 149 e. Bigensdiaft der Dnrcbaehnittsininete der Tangenten 
ana swei Pnneten einer gegebenen Cnnre dritter Ofdnnqg, — 
140t DnrcbscbnitlspnBate der oonisdien Mara Ton mit dar 
FttndMnentalenrra. — 150. Drei fiptene K^gelaebnitte bertth- ' 
ren die Vnndamentaloarva in drei Puncten. 
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JDie Gruudpriucipieu. 



Uas anliAniioiiiiclie «der da» lfeo|»pelTerliftltiii«B« 

.1. 0oppelT6rli4ltnUa von vi«r Pasct^ti. Ea scie» 
in gerader Linie vier Pancte Of b, e, ä gegebeo. Die beiden 
Poocte 0 und ö bestimmen in Beieg aaf den Pnnct e swei Ab- 

(IC 

schnitte; das VerhältnUz derselben ist ausgedrückt durch ^* 
In Bezug «af den Ponct 4 enlatebe» ebenso zwei Abschnitte, 

deren Verhältnisz in Shnlicber Weise durch ^ ausgedruckt 
wird. Ueu Qiy>tient dieser beiden VerhäUnisae: 

ae . etä 
ei'dö 

nennt man das ankmmmiuki^*) o4eK UiOfpei^erkätiKimi der 
Tier Panete a, ö, e, d nnd bezeichnet dasselbe dnrch des Sym- 
bol (abed)**), Doreh Vertanscbuogder fteibenfelge» in welcher 
die gegebenen Pnncte betrachtet werden, entstehen Yiemnd« 
swanzig Doppel verbültnisze, ebensoTiel als die Permnlatlons- 
saht Fon vier Elementen betrSgt Es ist aber: 



*) Chasles, Apercu Mstoriqne sitr Vorigine t-t le ilcveloppement des me- 
thodes en g^omitne (pr^sentö k rAcademie do Bnixellej^ cn janvier 1830). 
Bmxelles 1837, p. 34. — Dentech yon äohnkej Halle, Qebauersche Bach* 
bandlnng. 1839. 

**) Möbius, (hr barytentrische Calcul , Leipzip^, Barth. 1827. S. 244 
flf. — Witzschel, Grundlinien (kr nmerm Geimetrie, Leipzig, Teabner. 
1858. S. 21 £f. 

1* 
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4 CapiteL [$. 1. 
ac ad bd be ca eb db da 

das heisxt: 

(aöcd) = {bade) = {cdaO) — ißcab) ^ ( d C v-^k. y 

80 dass voD dteaen vienindzwanzig Doppekethllfaiisseii je vier 
einander gleich , ond daher nnr sechs unter ihnen wesentlich 
▼OD einander yersehieden sind. Dies sind die folgenden: 

{(abcd), (acdö), (adbc), 
(abde), (aebd), (adeb). 

Nun ist: 

/ac , ad\/ ad (7c\ ^ . 
\cö ' döj\dä coj'^ ' ' 

oder in anderer Beseichnnng : 

{aöcd)(abdc) = 

ond den analog: 

{acdöXaebd)=zl, 
(adbeYfldeb) ss 1 , 

das lieiszt^ die üoppelverbKltnisze (I) sind je zwei und znef, 
wie sie untereinander stehen, reciprok» in der Art» dasz, sobald 
wir die drei Verbältnisze 

(abcd), (acdö), (adbc) 

als die Orundverhälfnine betrachten , die ^rei übrigen ihre re* 
ciproken Werte darstellen* 

FOr jede vier Puncte a, ö, c, d in gerader Linie ist bekannt- 
lich die Gleichung 

be.ad'^ca.bd-^t^,e4ss:0 

erfBlIt, aus der durch Division mit t^c.ad 

db ^ ^ _ 1 
Se'ad^ be'ad'^** 

das heiszt: 

■ (aöcd) -f {acdö) = 1 
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Nr. 1—2.] ' Die GruM^[nrmc^nen, 5 

entsteht. Gans ehenso findet nians 

(aedö) + (adeö) = 1 , 

so dass immer je* awei der DoppelverhSltnisze in (1) die JXn- 
Aetf aar Smnme babeD. Mao hat dieee emt^kmeuMre D^tpeB' 
werkäUnine genannt 

Das Vorbergebende setzt uns io den Stand, nenn eins der 

sechs Ooppelverhältoiaze in (1) gegeben ist, die übrigen fünf 

an lieetimmeo. Setzen wir a. B. (ßdeä) ^ ao iat der reciproke 

1 

Wert (aöd€) = -j^f die Goropleniente dieser beiden liefern 
(acdö) =5 ] — X, (adbc) = ^^-j^ und die reciprolten Werte dieser 
tetateren geben endlich. (itüili&)=;=y^ und (aäc^)^^^^^' 

4 

2. Doppel verhältnisz von vier Geraden. Verbindet 
man in Fig. 1. die gegebenen Puncte a, ö, c, d mit einem belie- 
bigen Dinften Pancte o, der auszerhalb der Geraden aö gelegen 
ist, so nennt man die vier Geraden, die durch o und bezüglich 
durch a,b,c,d geben, ein SiralenöüscAei, und bezeichnet das- 
selbe durch o(€t, ö, €, d). Man hat man in den Dreiecken aOü 
und coöi 

ae ^ao sin aoe 

* Ad ~* sin cob * 

und äbiihch mittelst der Dreiecke tmd und dOb: 

ad ao e\naod 
dö'bo'^ sindii^' 

folglich : 

ae ad sin aoc sin aOd 

cb üb sin coO sin dob 

Bezeichnen wir die vier Straten des Bu'scliels O(0pög€,d) 
bezüglich durch B, C,Di durch ÄC, CB,AD,DB die von ihnen 
eingeschloazeneo Winkel, so geht obige Gleichung fiber in: 

ac ^ad sini4C sinAP 
cb'db'^^uCB'smDB' 
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was wir ffir das Folgende kurz auf syi^bolluche WeUe durch 

bezeichnen wollen. 

Die rechte Seite dieser Gleichung nennt man das Doppel' 
verhUUmk^det Her (geradem A, B, CD und hat also den Satsi 

Lehrsatz f. Das DoppelverhäUm.st von vier Straten 
A,B,C,D, welche sich in einem Puncte o schneiden, ist 
gleich dem Doppelter hüllms% der vier Puncte a,ö,c,d, in 
denen diese poh einer belieöigen Tramvereale gescAnit'- 
ten werden* 

Hieraus folsrt noch, dasz für eine zweite Transversale, welche 
die vier StraU-n Ä,B,C,D ij(j/.iiuiicti in a\ b', c', d' schneidet, 
das DoppelverhaUnisz dieser vier l*untte gleich dem der vier 
Durchschnittspuncte der ersten Transversale a,b,c,ä ist, und 
umgekehrt; zieht man durch die Puncte a,b,c,d vier andere 
Straten, Ä\ B', C, D\ die sich in o' schneiden, so ist das Oop- 
pelverliältni«7. der vier Stralen A', B', C, D' gleich dem der vier 
Stralen A, B, C, D, 

3. ConatroctioR dea tierten Panctea und Tierten 
Strales. 

Lehraatz II. Liegen die vier Puncte a,b,e,d fn einer 
Geraden, und die drei Pmeie ettVitf in einer mipeHen, eo 
gibt ee nur einen ekei^en Punei d' in dieeer nweiten 
Geraden, ßr den 

{a!b'€'d' )^{abcd) 

wird. 

Dies ist aug(:i)t)li( kin h klar, sobald man beachtet, dasas der 
Abschnitt a b' durcii den Puüct d' so geteilt werden musz, dasz 

a'd' _ fad ac\ a'c^ 
d'b* "~ \bd ' cbj ' c'b' 

iat. 

Lehrsatz III. Faiien daher die Puncte a und a' zu- 
sammen {Fig. //.), so schneiden sich die Stralen bb ,cc ,dd' 
in demselben Puncte o» 
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Umgekehrt gilt der 

Lehrsatz IV. Sind fUr %wei StrcUenbiischel A, B, C, />, 
und A%B% C , D', deren Miuelpuncte bewiglich o und o' seien, 
die beiden Doppeiverhältniit%e 

ein (ABCD) = alflU'^CüO» 

so Hegen, wenn die Stralen A und A' %mammenfaUen, so 
das% also A und A' sowol durch o als durch o* gehen, die 
drei Funcie B'R',C'C',J>'D* in einer geraden Linie* 

Liegen a, ö^e, d id einer Geraden; eft tf^äf in einer <vrei- 
ten (Fig. III.), und eind dieDoppelverhSitnisse (n^erf) undCo'^Vif) 
einander gleich , so haben nach Nr. 2 auch die beiden Stralen- 
bÜBcbel aifi! yb' ,d id') und ef{a,h,Cyd) gleiche Doppelverhältnisze. 
In diesen beiden StrahlenbOscheln fallen die entsprechenden 
Stmien aa^ und efm tnsaninien, und felglich liegen die Pancte 
{ßb*'a'h)i {ac'^äc) und (lufa'il) in einer geraden Linie* Diese 
Eigeuichaft gibt ein einfaches Mittel an die Hand, den Pnnct 4f 
so eonstraieren, wenn ajö,c,ä und af,b\c',d' gegeben sind. 

In älinlicher Weise löst man das entsprechende PreUem 
för swei Stralenbflschel von je vier Stralen. 

4. Harmonische Punete und Stralen. Ist dar Dop» 
pelverbKItniss 

(abcd) = — 1, 

so nennt man die vier Pancte a,b,e,4 harmonieche Fmete, 
N^ürlich'ist dann auch 

{bade) = (jedab) = (^dcöa) = (aödc) 
= (Paed) = (edbä) ^ (deab) = - ]. 

Die l^uiu te a, b und c, d tieissen conjugierte oder Siugeorä' 
neie harmonisc/ie Puncte*). 

Liegt der Pnnct 4 im Unendlichen, so ist der Greqzwert 

des \ erhakditi^eft = dann folgt aber aus der Gleichung 



*) Der Funct h ist dem Funete a hurmonisdi conjugiert in Bezug auf c 
und d und umgekehrt. 
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g EntM C^nteL ß. 1. 

oc 

(aöcd) = — 1 augenblicklich ^=1, das heiszt, c ist der Hai* 
bierangspuDct des Abscboittes aö. 

Die Gldehong , 
oder auch 

ac ad ^ 

zeigte daaz, weiin einer der beiden Puncte c, rf, z.h.e, zwischen 
a und b liegt, der zweite Punct d auszerhalb des endlichen 
Abschnittes €ib fällt, dasz ferner, wenn a und b zusammenfallen, 
auch c mit denselben zusammenfällt, und da&,z, v\enn a und C 
zusammeofailen« auch d und a zusanimenlallen. 

Die hamoDiecbe Gleichung individaalisiert also den vierten 
Pnnct, sobald die drei übrigen gegeben sind, fallen diese aber 
zusammen» so Isi die Lage des vierten Panofes iinbestimmt. 

Dem entsprechend heiszen vier Straten A, B, C, D, die sich 
In einem Pancte schneiden, karmonUche Siraien, wenn 

ist« das heiszt, wenn sie von einer beliebigen Transversale in 
vier harmonischen Poncten geschnitten werden. 

5. Harmonische Eigenschaften des vollstftndigen 
Vierseits. Es sei (Fig. IV.) ein volistotuUffes Yierseit gege- 
ben^ das heiszt, ein System von vier Geraden, die sich zu zwei 
and zwei in sechs Puncten a, b, c; a\ b', c\ schneiden. Die drei 
Diagonalen aa', bb' cc' bilden ein Dreieck a&c. Bezeichnen wir 
durch X den zugeordneten harmonischen Punct von ö in Bezu<]^ 
auf c und c' ; den zu C zu- eordneten harmonischen Puiict in 
Bezug auf b und b* durch ?/. so mnsz sowol der zu aa' in Be- 
zus; auf ach' und ac' b zai^eonlnete harmonische Stml, als auch 
der zu a'a in Bezug Awi a'bc und a'b'c' zuJ^eor tlin te harmonische 
Stral durch x mitl y gehen. Diese beiden Puncte fallen daher 
mit a, dem gemeinschaftlichen Durchschnittspuncte der Diago- 
^ nalen, zusammen, und damit i>t bewiesen, dasz jede Diago- 
nale durch die beiden andern harmonisch geteilt wird. 
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Hierans ergibt sieh eine einfache Regel zur GonstraetloD 
eloes der vier harmenischen Pnscte <i, d% wenn die drei 
übrigen gegeben sind. 

Eine ähnliche L>eziehung lindet für das vollständige Vier- 
eck (System von vier Puncten, die zu je zwei in sechs Geraden 
liegen) statt, und liefert das Mittel zur Coostructioa eines har- 
monischen Stralenbüschels. « 

6. Bedingung, dass ?ier Puncte harmonische sind. 
Tier Puncte mi, m^,^ m^, fti^ einer Geraden kunnen, indem man 
sie alle auf einen fönften Punct o derselben Geraden besieht» 
durch eine Gleichung des vierten Grades von der Form 

(2) a.<m^-|-4/3.^3+6y.oj»^ + ^.öm-|-es5 0 

reprftsentiert werden. Die vier Wnrsetn derselben kann man 
n&mllch als die vier Abschnitte 

OMgf OM^, Ollis j IMII4 

auflassen« 

Ist nun das Doppelverhältnisz (fnim^ms,m^) der negativen 
Einheit gleich« so ist: 

das beisztj wenn wir für die AhschnUte 

iHiMf, jvi^^y fn^fn^, in^^i 

die Differenzen 

einführen und auf die bekannten Relationen »irischen den Ooef« 
ficienten und den Wurzeln einer Gleichung Bezug nehmen: 

ix(o«t| . om, 4- oü», . oi»4) — 2]^ = 0. 

Dem entsprechend folgen aus den Gielehnngen 
{mim^m^n^ = — J, imim^pi^n^) = — 1 
die Relationen: • 

a{om^ . o/»3 + om^ . om^ — 2y = 0, 
ttifimi . oin« -|- <»n». oi»s) — 2}r 0. 
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Durch Multiptication dieser drei Gleichungen erhalten wir 
die notwendige^ aber auch hinreicbeude ÜediBguQgsglfiichimg da- 
für, dasz eins der drei Systeme 

(mi^msm«), (mimg0i^$^, (mim^fn^m^) 

•Id harmonisches System von Puacten darstellt Die Endglei- 
cboDg iat för die Absehoitte onti^^m^» om^, om^ symmetrisch, 
man kann sie also nur niittelst der Goeflicieuten der Gleicbuog 
(2) darstellen. Wir erhalten so: 

oye + '2|Sy J — « . -* 8 . — = 0 

als Bedingung, dasE diedurch Gleichung (2) gegebenen Pnncte in 
beliebiger Ordnung genommen ein harmonisches System bilden*)« 

Projectivlsolie Puuctreilieu und Stralen1>ufieliel, 

7. ErkUrung |>rojettivlseher Gebilde^ IVirbeteich* 
nen durch den Namen einer PwietrMe eine Folge von Pon«* 
ton» die in dersei^en Geraden gelegen sind« und durch Stm^ 
tenbUgeAei -Btne Folge 'von Geraden, die« in derMelöen Ebene 
gelegen, durch densMen Punct gehen* Diesen Paoct seihst 
nennen «vir Mttei^unef oder Cen^wn des Stralenbfiscbels**). 
Punctreihe nnd StralenbGsehel fassen wir unter dem Mamen 
QeomeirUehe* QebÜäe susamraen, und verstehen unter JESfefliai^ 
eines geometrischen Gebildes die einseinen Puncto, oder die 
einzeloeii Stralen, aus denen eine Punctreihe oder ein Stralen- 
bäschel MMammengesetzt ist. 

Zwei geometrische Gebilde heis%en projectipisch, wenn 
%mscAen ihren Elementen eine solche Relation besteht, das% 
jedem Elemente des einen Gebildes ein einziges bestimmtes 
Element des andern Gebildes entspricht, und einem jeden Ele- 
ment dieses itweiten Gebildes ebenso nur ein besOmmtee Ele^ 
ment dee ersten efebüdes***), 

*) SalmoHf' Lessons introductory to thc jjmdern higher algehra^ Dubliu 
1859. p. 100. 

**) Bellavitis , Genmetria dcscriuim^ Pado^ 1851, p. 75. 
•••) Chasles^ Principe dt coiTespondanct entre deux objels variablen etc. 
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So bilden s. B.» wftnn ein Stralenbflscbel dureh eioe belie- 
bige TransrersAle geetiimitten wird, die DorchecbnittspuDcto eine 
projectivische Punetreihe des Stralenbflschels. 

Aus obiger Defioiiioa folgt offenbar: 

Lehrsatz I. Zwei Gebilde, die beide in Beuug auf ein 
drittes projectivieeh sind, sind mach unter sieh projecii- 
viscA. 

8. Gleichheit der Doppeiverhältuisze. Betrachten 
wir zuerst zwei gerade Punctreihen. Es seien j und / zwei 
feste Pnncte in jeder der beiden Geraden je einer, so ist jeder 
Punct m der ersten Geraden durch den Abschnitt Jm, jeder 
Punct m' der zweiten Geraden durch den Abschnitt fm' voll- 
ßtSndig beslimmt. Sind nun die beiden l^unctreihen projectivisch 
und m und m* einander entsprechende l*uncte, so wird zwischen 
den Absciiuitten jm und fm' eine Relation bestehen, die in Ge- 
mäszb^it unserer Definition projectivi^cber Gebilde die Form 



liaben musz , wobei X, ft, v constante Coefficienten bedeoten. 
Diese Gleichung Uszt sieb vereinfachen, wenn man die Anfangs* 
pnncte j und f angetaesteii bestimmt. Ist j der Panct der ersten 
Panctreihe, deszen entsprechender Punct der zweiten Punet- 
reihe im Unendlichen liegt, so musz dem Absehnitte /m=:0 
der Abschnitt fm' = cc entspreciien, es musz also fi = 0 sein. 
Ist ebenso / der Punct der cweiten Punetreihe, dem der an- 
endüeh entfernte Pnnct der ersten Punetreihe entspricht, so 
mnsz auch il gleich ?^ull sein, und die Gleichung (1) geht fiber in: 



wo » eine Constnnte b«selchnet. 

Es seien a, Ö, C, d vier Puncte (j< r ersten Punetreihe; a', ö\ 
&f d' die vier entsprechenden Puncte der zweiten, dann folgt 
au« Gleichung (2): 



(CompteB rcndus de rAcad^mie de Fraacc, 24. dcccmbrc 1865). — BaU 
tag Uni, Sulla dipendenza scambievoJe dclle ßgitre (Memoric deUe B. Aoca- 
demia deUe sdence, toL 2. K^oll 1857, p. XXI u. p. 168). 



(2) 



Jm,fm' = X, 
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und daher: 



4r 



Für a'd', d'b' findet man enUprechende Werte und 
hieraus: 

das beiszts 

Es sei zweitens ein SfraienöüseMel und eine ihm projecti- 
Tische Punetrethe gegeben. Wir ziehen eine beliebige Trans- 
versale welche nach Nr. 7. das StralenbSschel in einer projec- 
tiFischen Punetreihe schneidet» die nach derselben Nummer der 
ersten Punetreihe ebenfalls projectivisch ist Sind a, b, e, d 
vier Puncte der gegebenen Punetreihe; A,B,C,D die ihnen 
entsprechenden Stralen des Bflschels; a^, b% df die Puncte, 
in welchen die Transversale diese vier Stralen schneidet, so ist 
nach dem Vorhergehenden: 

(a'b'e'd') = {abcd). 
Aber nach Nr. 2. ist auch: 

{ji^b'Cd')=zum{ABCD), 

folglich : 

Seien eridlich zwei projectivische StralenbÜSChel Gffrreben. 
Wir schneiden sie durch zwei Transversalen (oder an< h nur 
durch eine einzige). Es entstehen dadurch zwei Puiictieifien, 
die bezüglich zu den Stralenhuscheln {»rojectivisch sind und also 
auch projectivisch unter sich. Rc^eichnen A, B, C, D vier Stra 
len des ersten Buscheis, A', B\ C, D' die vier entsprechenden 
Stralen des aweiten; b, c, d und a' b' & d* bezuglich die 
Darchschnittspuncte dieser Stralen mit den beiden Trausver- 
salen, so ist, weil beide Punctreihen projectivisch sind, 

{aö'cd') = {aöcä). 
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Nacb Nr. 2 ist aber: 

(afö'c'd') = sin {A'B' CD% 

also: 

sin {A B' CD') = sin {ABCD). 

Alles zosaminengenoDimen ergibt den SaU: 

Lehrsatz II. Das- Doppelverhällnisz aus vier bc liebt" 
gen Elementen eines geometrischen Gebildes ist gleich 
dem Doppelverhälinisz^ aus den vier entsprechenden Ele- 
menten eines ihm projeciivischen geometrischen Gebildes. 

Um also zwei projectivische Gebilde so eotwerfen* reicht 
es bin, drei^ der Elemente und die drei entspreebendeD nacb 
Willkür sa wSblen, z. B. die Pnnctpaare a^af^ e*. Jedes 

weitere Element des einen Gebildes, s. B. m, bestimmt dann 
das entsprecbende Element des anderen Gebildes mf ans der 
Gleichheit der beiden Doppel?erhältnisse (flfi^&wf) =: iabem). 

9. Projectivische Punctreihen auf einer Geraden, 
liegen wir zwei projectivische I^uactreihen auf einander, oder 
haben wir zwei projectivische Punctreiheu aul derselben Gera- 
den, was wir z. B. durch Durchscbnerdung zweier projectiviscber 
Stralenbüschei durch eine einzige Traiusversaie bewirken kun* 
neu, £»u ist nach Gleichung (2) ia Nr. 8 die Projectivität dieser 
Punctreihen ausgedrückt durch: 

Jm.fmf = % 

Mittelst dieser Gieichuns? wollen wir untersuchen, ob es 
einen Punct m gibt, der mit seinem entsprechenden Punct m' 
zusammeufäUt. 

Denken wir ans die beiden Punctreihen dnich gleichseitige 
Bewegung sweler entsprechender Pnncte m nnd m* entstanden, 
so werden sich diese Puncto offenbar In demselben Sinne oder 
in entgegengesetatem bewegen, je nachdem die Constante % 
- negatiF oder positiv ist. 

Es sei zuerst s>0. Offenbar kann man in diesem Falle 
auf der VerlSngerang des Abschnittes // einen Pnnet & beatlm- 



üiQiiizüQ by Google 



14 itf*««» Capüel, [§. a— 8. 

roen, so dasz Je.f€ = x ist. Nehmen wir dann auf der Verlän- 
gerung von jf einen Piinct f so an, dass seine Entfernung von 
/ gleich der Entfernung des Punctes e von j ist, so ist auch 
jf,ffz= X, und OS fallen daher die Puncto i? und /*, als Elemente 
der einen Punctreihe bt trachtet, mit den ihnen euUprecbencUlll 
£leiaenteii der zweiten Punctreihe aiiaemmen. 

Sei cweltene »s— l*« In diefiem Falle kOnnen die beiden 
Punete m und onr zneammenfalleD, wenn sie zwischen j und 
/ liegen. Es handelt sich also in diesem Falle nur darum, den 
Abschnitt jj' in zwei andere Ahschnitte zu teilen, so dasz ihr 
Product gleich sei. Ist nun 2^ <j[/', so sind e und /; die 
Fuszpuncte der Perpendikel auf jj\ w eiche durch den Halbkreis 
über jf/ als Durchmeszer und jf/' begränzt gleich l öiiid, zwei 
der Autgabe entsprechende Punete. Ist — so tälit nur 
der HalbierurgspiirK t \ oii JJ' mit seinem entsprechenden Punete 
zusammcu. Ut tiudlu h Ik'^jj* «o hat die Aufgabe keine ree/fe 
Auflösung. Hieraus loigt; 

Leb r aat x III. Werden mei projeeiMseke PmieirMm 
mifefyumder fele^i, so haben He immer mwei gemein^ 
eeäaftiiehe {reelle, imagUUbre oder miemmnenftMende) 
Punete, die gleicHweU vom HtMerungepunete de» ib* 
eeknUtes jf aöeMen, 

Da die femeineeha/Uieken Pim kie k^ehetene awel saio 
IriNiDen, so foigt aus d«m Obigen noebf dasa, vtenn awei pre« 
jectiviscbe Pnnctreiben aufeinandergelegt drei einander cntapre« 
chende Pancte gemein haben, dieselben idenUeeh sind. Wirk- 
lieb ftllt naeb dem Frfiberen, wenn 

(abcm) = (aäcm') 

ist, der Pnnct m mit aosavmen. 

Sind 0 md f die awei gemeineeka/UieJIen Fimeie «freier 
projectifiseber anfeinander gelegter Pnnetreiben; a und tf, k 
nnd awei beliebige einander entspreebende Pnnctpaare« so 
besteht die Gleicbbeit der Doppel?erbSHnisae: , 

(abef) =5 (afb'ef), 

und da dieseö siqh auch auf folgende Weise schreiben läset 
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80 folgt augeobUcklich: 

Lehrsatz IV. Daa Dofi^§9€rMUnin (oo'e/j Irl eom^ 

10. ConceDtrische StralenbüscheL Scbneideo wir 
zvrei projectiTiscbe coneentrische Stralenbüscbel durch eine 
Transversale^ so entstehen auf derselben zwei projectlvlsehe 
Panctreihen. Die einander entsprechenden Punete m und m* 
sind die Durcbschnittspuncte der Transversale mit z^ei sich 
entspreehendeo Stialen M und if der beiden StralenbüscheL 
8ind nun e und / die gemein sctiaftii eben Poncte der beiden 
PuDctreihen, so mflssen^ da die Punete e und f dsr ersten 
Ponetreihe pit den entsprechenden Piipeten und f der zwei- 
ten Pnnetreihe zusammenfallen, aech die Straten E and F 
des ersten Stralenbäsehels hezGglich mit den ihnen entspre* 
ehenden Straten des zweiten Stralenbfischeis zusammenfallen. 
Daher der Satz: 

Lehrsatz V. Zwei concentrische projectivische Stra- 
Unb&McM haben immer %wei {reelle, imaginäre oder 
wuwmnmenfßllende) nemeinschafiliche SfXAien, SQ 
doM jeder 90» iknem eiek eeibst enteprieJU, 



Es seien auf einer Geraden n Punete , Oj^, ...,an und 
ein Pol o gegeben, man soll ehien Punct m auf derselben Ge- 
raden so bestimmen, dasz die Summe der Producte aus je r 
der n Verhältoisze 




mOj ma^ ma^ 



mon 



gleich Null sei. 
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Bezeichnen wir diese Samme durch das Symbol ^(^^/ 
so ist der Punct m mittelst der Gieicbuug 

-/ma\ ^ 

ff) <Wr=^ 

bestimmt, die man, da identisch ma=iOa-om ist, auch auf 
folgende Weise 

oder entwickelt; 



schreiben kann. Das Symbol bezeichnet die Zahi der 

Combinatlonen aas n Elementen snr r-fen Classe. 

Die Gleichung (3) gibt, da sie für om vom / ten Grade ist« 
r verschiedene Lagen des Panctes m. Diese r Puncte 

nennt man karmmdteke MBUeilpmiM*) vom r-ten Grade fär das 
gegebene Punctsystem 

4tg, a%» 4t» ..t.yO« 

In Bezug avf 0 als Pol. 

Ist r = l, so gibt es nur einen solchen Punct, den schon 
Paneele t unter dem Namen Cenfrum der karmonUchen 
tei betrachtete**). . 



*) Jonqui^res, Memoire mtr la Aiamdes ptlM et pMre9 «Ic. (Joiir- 
ul de U» LioaviUt, aottt 1857, p. S66). 

Memoire sur les centres des moymnes harmoniques. {Grelle* s Jonmsl 
T. 8. Berlin. Reimer. 1828. S. 229). 
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Ffir 11 = 2 wird der Puoct m der zu o zugeordnete barmo' 
nische Panct in Bezog auf Oi und a% (m. s. Nr, 4.). 

12. Reeiprocitat swiaclieii barm oni« ehern MitteK 
p unct Dttd Pol. Multipliciert man Gleiebong (1) in Nr. 11. mit 
aai*0a^...,0€hit nnd dividiert aie darauf dnreb m|.0Ms*...4Mfa» 
so - gebt aie, wie man aoglelcb liberaiebt, über in s 

woraus sieb augenbliciciich folgender Lebrsata ergibt: 

Lehrsatz I. Ul m efn luarmo«i»eher äiUe^nmei wm 
Grade r ßr gegebenee Punetspttem bezogen auf den 
o, eo iet vmgeUkrt o ein harmotäeeher MUtelpumei 
vom Grade m^r ßr daeeelfie Fumetegeiem, aber öeaagen 
auf den Fol m. 

13. Harmonische Mittelpnncte ▼eraebiedner Grade. 
Sind mittn^ym^i ....,mr die r Ponete« weiche der Gleichung 
(3) in Nr. II. genfigen, und bezeichnet w den barmonisGheo 
Mitteipunct ersten Grades des Systems dieser r Puncto fär O 
als Pol, so haben wir die der Gleichung (2) in Nr. 11. analoge 
Gleichung : 

Vom Offt/i 
oder, wenn wir entwickeln: 

cm \om/i 

Aua Gleichung (3) in Nr. 11 folgt aber: 

nnd folglich Ist 

om \oa/i * 
so dann die Gleichung ^ . 

Crtm^Mm, XAoim CIkvvot. a 
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aDseigt, es sei m mach der hannonlsehe Miftelponct ersten Gra* 
des des g^bnen Paeetoystems Oi, a^, Os, .... n« fl!r o als Pol. 

Sei weiter m einer der beiden harmonischen Mittelp uncte 
des zweiten Grades tür o als Pol und das System nii, m^, m^, 
,mrt so ist die der Gleichuog (2) io Nr. 11, analoge Glei- 
chung : 

Hieraus folgt: 

aus Gleichung (3) Nr. 11. Ist aber: 

und durch Substitution dieser Werte entsteht: 
das heisit 




Folglich ist m auch der bariDODisehe Mittelpunct aweitee Grades 
des Punctsystems i^, i^. ttir als Pol. 

Bezeichnet man so weitergehend durch tii nach und nach 
einen harmonischen Mittelpunct des dritten, vierten, (r—1)- 
ten Grades des l'unctsystems »ii, Wg, Wg, .. . Wr für O als 
Pol, 60 erhält man völlig analoge Resultate und hat damit 
den Satz: 

Lehrsats II. Weim Mifn^m^, ..,*,mr äie Mafmdtnh 
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sehen MUie^^w^te rten ßr^uies ekie» ge§^emn Punetey» 
Sterns 01,0^,0^, Or ßr o ale M bedeuten, eo eind 
eHe AarmaniseAen MUte^puneu Pom BraOe e (#<r) dee 
£^eiems mi,m^,m^.„,,mt den m o gietckeetHg die 
harmonischen JHiteiptmete dee e-ten Qradee dee ureprUi^ 
iieken Systeme fUr deneeiäen M o. 

14. flarJttOttUehe Mittelpuncte für v erächiedeoe 
Polei' Ist m ein barmonischer Mittelpunct des (n — l).ten Gra- 
des Hl Bezug auf das gegebne System öj, a^, a^, .....an für O 
ala Pol, ao gijtv Gleichung (4) in Nr. 12., wean man in derselben 
r=sll— X setzt. Führen wir einen beliebigen Punct J der ge- 
gebeoen Geraden mittelst der bekannten Identitäten : 

ein, ao halbm wir: 

* 

worana nach gehuriger Entvrlclclnng entateht: 



Sind mi,m^m^ .»..yinii^ «tia harmoniaafaeB Mttalp«incfe 
dm Oiadaa daa gag«taiea SyaieaM für d«B Pol 

0 geaflgap 4ie alao der Gieiebaag (tf), ao iats 

xr/mi. - (/» - r)ojZ{ja)r -f (r -[- \)SUa)r^i 

BeselcbDet nun at einen der harmonischen Mittelpuncte vom 

(ll<*^S)*Mfi Grade für das System m^y rn^ m^, , mn-i und 

•nmi Poi 4>'* der in der gegebeneti Geraden Üegt, so ist die 
de^ C^aiafniag (6) en|s{irecfaende Gleichung gegeben durch : 
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Setzt man hierin fiir 2;(/m)r den Wert am der vorliergeheiiden 
Gleichung, so erhält man: 

oi.oyiii(n-l).^-«-(ii-l)(«--2).^'-»'Z?CWi 

+ (/* - 2)(» - S).jm^£U^)^ 



+ 1 2.3j«t"-»2:0'fl)a4^3.4.^i«-*2:a«)4---^ I 

Da diese Gleichnng In Besag auf o und o' symmetrisch ist, 
so folgt hieraus: 

Lehrsatz Iii. Sind »ij, 102,»^, . . . , ?nn-i die harmoni- 
schen Mittelpuncte vomGraden—l detJS^stems aj,a^a^,..an 
fiir 0 als Fol, und m\,m'2,fn'sf m*n-i die harmom- 
MCken Mittelpuncte eb&ifaUB vom {n—\)'ten CHrade ßr 
dasselbe System 01,0^,0^,'*.», a», aber inBewg auf einen 
andern Pol o', so fallen die karmonieehen Mittelpuncte 
vom Grade n—^ des Systems mi^m^fm^, ....,mn ßr o* 
aie M mU den harmonischen MiUelpuncten desselben 
Gradee dee S^eieme m'i,mi't,m*9,....,m'n^ fiir o ale 
wueammen. 

Durch successive Anwenduni: dieses Satzes gelangt man 
zar Ausdehnung? desselben auf harmonische Mittelpuncte eines 
beliebigen Grades und zu dem Satze: 

Lehrsatz IV. Sind flis^ma, flir die Aarmoni'' 
sehen MtUe^puneie dee r^ten Gradee dee ffegehenen Punct» 
epeteme 0^,0^0^ ..*.,ü» in Bemtp ^nf ^ M le; m*i. 
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m'^, — ,m'r' die tKtrmoniscken Miffelpuncte vom 
Grade r' für dasselbe PunetgyHem, aber für denPol o', 
so fallen die harmonUehen Jßtiel^ntnete vom Grade 
r + r' — n des Systems m^, m^, mr fUr den Pol o' 
mit den harmonischen Mitteipuneten desselben Grades für 
das System m'i,m'^, ffi',,...., mV und den Pol o mt^ 
sammen. 

15.^ SpecieHe FSlIe. 1. Sind m ond in bezilglich die 
harmonUcheD Mittelpuncte des eralen Grades der zwei Systeme 

Ai« df, 1^» On; 

Ö2 » » • • • • * öji 

io Besng auf o als Pol, so ist 

^1 1_ 



Ott 0% ' 0% ^ OOn 

Fällt tn mit ai zusammeii, so entsteht darch Subtraetion 
der beiden -letsteo Gleiebaogen: 

om = om , 

und hierin bt der Lehrsats enthalten: 

Lehrsatz V. ht der harmonische Mtteipunct des 
ersten Grades des Systems a<it a^, — , an, in Bemg auf 
den Pol o, so ist auch der harmonische MUtelpunet 
des er Sien Grades für das System a^, a^, , ,„,4h und 
denselben Pol. 

16. Speeielle Fftlle. 2. Wir haben im Obigen still- 
schweigend vorausgesetst» es seien die Puncte a^, ^3, a« 
alle von einander ▼erschieden. Nehmen wir jetzt ao, es fielen 
die r Puncte 

in einen einsigen xosammen, es sei dies der Puiict a^» dauu 
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folgt an« Gleichung (5) Nr. 14. aogenblickUciit wenn wir ffir den 
wllMilMen Anftuig i des Panct «j« eoten : 



Die Glefehung (5) Nr. 14. wird dalier durch Of^mr-^ teilbar^ oder« 
was dasselbe ist, ee fallen r^l harnioniaelie Mittelpuncte vom 
Grade n — i mit zasammen , nod swar filr jeden beliebigen 
Pol a* Beachten wir den Sats In Nr. 13.« so folgt noeb« daex 
r — 2 barmoniaehe Mitteipnncte rom Grade n — 2« r— 3 har^ 
monlaebe Mlttelpanete vom Grade n— 3 » endlich ein faar- 
noniacher HIttelponct vom Grade ii— rHh l mit % xoaamnen- 
fallen. 



17. Specielle Fälle. 3. Gleichung (3) Nr. 11. mit dem 
Producte aus omr und (— l)' ,oai,oa^^,.oau muitipliciert liefert: 




2;(te)«-r+l=0. 




+ («— r + I)a5ii^»*(e«)«-H.a 





Hierin beaeicbnen die Symbole 



wie gewuholich die Binomialcoefficienten. ~ 



N^men wir nan an, der Pol o fiele mit 



Omf Oft— 1, Om-Af 4h~§^ 



in einen einzigen Pnnel aneammen, so folgt: 
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die Gleichung (6) wird durch Öm' teilbar, und der Pol o ist der 
Ort lür s harmonisch© Mitteipunete eines beliebigen Grades. 
Oie übrigen r — s harmonischen Mitteipunete vom Grade r er- 
geben sieb aus der Gleichung 



worin 2(oa} nur die Punete Oi, a^, €i^y , «n-« enthält. Die 

r-^S übrigen Puiiete m, welche mit den» ^- inal genommenen 
Pol o die harmonischeD Mitteipunete des r-t^n Grades für das 
Piinctsystem ai, a^, a^, , und den Pol o bilden, sind da- 
her die harmonischen Mitteipunete des (r — *)-ten Grades l'ur 
das Punctsystem ai, Of^, Om^ und denselben Pol o. 



Offenbar ist die Utite Gteicfanng für #r=r-|-l identisch 
erßÜlf, was auch m für ein Punct sein mag; fallen also r-f l 
Panete a und der Pol 0 in einen Punct zusammen, so werden 
eile harmonischen Mitteipunete vom Grade r unbestimmt, und 
man kann daher für sie beliebige Puncte'der Geraden aio^a^^'^on 
nehmen. 

I 

18. Unveränderlichkeit der Eigenschaften der har- 
monischen Mitteipunete bei der Centraiprojection. 
Liegt das System von n Puncten ag, a^» a^, äm und ein 
Pol O in einer Geraden R (Fig. V.), und ist auszerdem m ein 
harmonischer Mittelpun et vom r-ten Grade, so besteht zwischen 
den Abschnitten ma und oa die Relation (1) in INr. 11. Ist nun 
e ein beliebiger Punct auszerhalh der Geraden R und die Gera- 
den CO, ca, cm gezogen; schneiden wir ferner diese ■ Straten 
durch eine zweite belieliige Transversale B! and zwar belüg- 
lieh in o', m'» so ist: 

* 

ma . m'a' sinm^g' 
ea' ea' sincffui ' 

nnd dem entsprechend: 
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oa o'n' sinroV 



ca ea &\\\coa 
Aus beiden GleicbuDgeo folgt: 



ma.m'a' s'mcm'a' smcnut 



oa o'a' Binco'af aineoa 

Die rechte Seite dieser Gleicliuiig bleibt unverändert, wenn 
man für a und a' zwei andere sich entsprechende Riincte sub- 
stituiert, und somit ist auch 

' ^Bk» ^^'^ man 

m'a\ m'a\y m'a'n 
&a\ o'a'^ oa'n 

Gleichung (I) Nr. II. ist nun aber für die Grüszen — homogen» 
folglich ist auch 

und hierin ist der Sats ausgesprochen: 

Lehrsatz VL M m ein harmoni^ekier MUtelpimei dew 
r-ten Grades für ein gegebenes System von FunelSsn Oi, 
a^, on auf einer Oeraden und in Bewag asf einen 
funct o derselben Geraden als Fot, und man pre^ieteri 
alle diese Punete mittelst eines betteMgen durch alle gew- 
iegten StralenbÜseMels antf eine beliebige TroMssersaie, 
so ist der Panel m', die Projeetion pon m, ein harmoni' 
seker mttelpunet des r^ten Grades für das Sgstem eon 
Puneten a\, a'^, a'^, a'„, den ProjeeHonen der Punete 
^i» t^ii <h>* ' '> an, und fUr den Pol o% der Projeetion von o. 

Dieser Satz setzt uos in den Stand , die oben für Punet- 
reihen auf einer Geraden gegebenen Erklärungen und Lehrsätze 
auf ein durch denselben Punct gelegtes jStralenbüschel au über« 
tragen. 

■ 

19. HarmonUche Xxen. Es sei ein System von n 
Straten Ai, A^, A^, ,,.,,An und ein anderer Stral 0 gegeben« die 
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alle in einer Ebene liegen und durch den testen Punct c geben. 
"Eine beliebige Transversale R, die nicht durch c gebt, schneide 
das gegebene System in den Puucten /z^, den 
Stral 0 in o. Sind nun nii, m^, mr die r barmonisebeii 
Mittelpuncte des r-ten Grades für das Punetsystem Oi, a^* €t^, 
••••9 Om Qod den Pol o, so beiszen die Straten Mi, M^, üg» «..• ifr» 
jdle man durch c und besüglicb durch die Puncto n^^^m^, 
«•».»JBir legen kann, harmonische Axen den r*ten Grades für 
das gegebene Stralensiyeteni Ai* Äg, A^, An und den Stral 0. 

Betrachten wir ausscblieszlicb solcbe Stmlen« die durch e 
gehen, so gelten folgende, den oben fttr Punetoyateme auf einer 
Geraden bewiesenen Theoremen entsprechende SStze: 

Lehrsatz VII. /#/ M eine karm^äeche Axe des r^ten 
Grades fUr daw gegebene Stralensystepi Ai, A^A^f ,»*.yAm 
In ßiauig msf den Strai 0, so ist 0 eine Aarmoniaehe Ase 
des (n^ryten Grades ßr dasselbe Siraienspsiem 4n Be^ 
wg auf den Siral JT. 

Lehrsatz VIII. Sind Mi, M^, M3, Mr die harmoni' 
sehen Axeu des r-ten Grades ßr ein gegebenes StriUen- 
System Aiy A^, A^^ ... , An in Be%ug auf den Stral 0, so 
sind die harmonischen Axen des s-ten Grades (s <^r) des 
Stralensy Sterns Mi, Mi, M3, — , Mr in ßemg auf den Stral 
0 auch die harmonischen Axen desselben Grades für das 
erste Slralensystem in Bewg aitf den nämlichen Strai 0. 

LehrsaU IX. SM Mi, M.^, Mq, .„.»Mr die harmord- 
seken Aseen r-ten Brodas ßr das 8gsiem von Straten 
•^19 isf • in Bemtg auf den Stral 0; Jfi, M'^, if,, 
,*..,M'r ebenfalls die harmmutseken Axen des r^ten Gra- 
des für dasselbe Slralensystem ^ aber bewgen auf den 
Stral 0', so fallen die harmonischen Axen vom Grade 
r + r' — » des Systems der Straten Mi , if^, Jfs, . . . . , ifr be- 
%ogen auf den Stral 0' mit den harmonischen Axen des 
nämlichen Grades für das Srralensyateni M^ M^, Jf r, 

, aber be%ogen auf den SU ai 0, %usammetu 

LehrenU X. Faüan r Slralen des Sjgsiems Agf A^ 
....9 An in einen Stral mtsammen, so ist für Jeden öeHeH^ 
gern weiteren Stral O der oMge r-faeke Stral der Ort /Sr. 
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r~l harmonische Axen des {n—lyien Grades, für r— 2 
harmonische Axen des {n — 1)-ten Grades, ftJar eine 
has momsche Axe des (»— r-J-l)-/en Grades» 

Lehrsatz Xl. Fal^n 9 S^raien Am, At-i, JU-i, A»^ 
• . iiMK unter Htk md mk dem Strai 0 in einen Sirai 
wneammen, eo ie$ dieser der Ort ßr s karmoniseke Jkaeen 
eines beHMgen 0rades und die andern r-^s kamumi' 
sehen Äwen des r'ten Orädes sind die Aarmanisdken Assen 
des (r-^yten Grades ßr das System Aif A^ A^, An^ 
kesoifen auf den Stral 0* 



20. Andere AutTaszong der harinoniscbeii Axen. 
Wenn die Transversale R' der INr. 18. durch der) Punkt 0 geht, 
oder die Gerade R sich uia den Punct 0 drehend gedacht wird, 
80 läfizt 8ich der dort bewiesene Sat& auch feigen der maszeu 
aiMsprecbao; 

Lehrsatx XIL Gegeben sind n StnOen Ai, A^y A^, 
Anp die durch den festen Pitnet c geh^n, führt man 
dnreh einen wmHten festen Punet o einen Strai der 
die n Siraien in den Fnneten sehneidet, 
so bestimmen die harmonischen Mitteipuncte r-ten Grades 
des Systems o,, Oa, on ßir den Pol o, wenn R sieh 

um den Fol o dreht, r Straten, die sämmtlich durch c 
gehen. 

Ana den lotsten Satae in Kr. 19* folg^ ebenso: 

Lehrsatz Xlil. Fallen s Straten des gegebenen Sy- 
stems Am An-h An-1, Ah^9-\-\ in einen einzigen Slrat 
Jo msammen, so ist dieser Stral dcj- Ort ßr s — in — r) 
der Straten M^, Mi, M^^, 3fr. Geht aber Aq noch durch 
den Pol 0, so ist er der Ort p/r s der Straten Mi, 
M^,... ,Mr und die noch, übrigen r — s dieser Geraden 
sind die geometrischen Orte der liarmonischen Mittei- 
puncte des (r—s)'ten Grades ßr o als h)l der Puncte, 
in denen die sich drehende Grade R die Straten Ait A^ 
A%f Am^ eeäneid^* 
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31. lDToli|tioo von Panctg^ruppen. In einer Genuien 
ist ein fester Panet o vmd ein liewegKeiier Penet a gegeben; 
Bind imn 

"oi *if J^i» MlnS 
Xi, As» 

coDstante GrOszeti , co aber eiue Variable* und es bestellt eine 
Cileichang von der Form: 

80 entsprechen jedem Werte von w Werte von oa, das beUzt, 
für jeden Wert voo co erhalten wir eine Grny^pe von n Punc- 
ten a. Ist umgekehrt einer der Puncte a gegeben, so folgt 
SD8 Gleichung (1), wenn man in dieselbe den gegebenen Wert 
FOD oa substituiert, der Wert von co, und also mittelst dersel- 
ben Glekheng die übrigen n — 1 Werte von oa. Für jeden 
Wert Ton m stellt also die Gleicbang (i) eine Gruppe von n 
Pnneten Ter, die so von einander abhängen, dasz durch Be* 
stiamiing eines von thnen alle bestimmt sind. Das System 
der unendlich vielen Grappen von Ii Poncten, entsprechend den 
ttnendlich vielen Werten von nennt man eine üi»0tutiom 4et 

Eine einfache Punctreihe kann man nach Nr. 7. als eine In* 
volution des ersten Grades betrachten. 

Eine Involution ist dvrch zvref Ihrer Gruppen bestimmt. 
Denn stellen die beiden Gleicbiingen 

Hb.ÖS^ +««-1 .5S^*4- . . + «0 = 0 , 

•> /tfsf stdr<«, MMÜMfjM d» ift«ri« <fe fümk^ (Aaoatt di 
KatennlicR, tomo 9<*. Bobs 18M, ysg. M). 
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die beiden ^ec^ebeiien Gruppe?) dar, so ist jede audere Gruppe 
der Involution durch die Gieicbung 

je» .0«"+ »8-1 .öa'»-*+... + 36„+w(An. Ofl"+A.if-i. öä«-*+...+ Ao) = 0 
gegebes» in der o einen beliebigen Wert bat , 

22. Zweifache Puncte einer Involution. Fallen swei 
beliebige Punete a ^ner und derselben Gruppe In einen Puoct 
xusammen» so belazt derselbe ein fweifaeker Funei der Invo- 
Iwfion« Wieviel aweifache ' Pancte enthSlt nnu die Involatlon^ 
die durch GUichnog (1) dargestellt wird? 

* 

Die BedinguDgsgleichung, dasz diese Gleichung; zwei gleiche 
Wurzeln hat, entsteht durch Gleichsetzung der DiscrimiMMUe 
derselben mit Null. Dleee Discriniinante ist eine Function 
dea 2(ii — l}-ten Grades der Coefücienten der gegebenen Glel* 
cfaung. Setzen wir sie gleich Null, so ist sie in Bezug auf <o 
eine Gleichung vom Grade 2(n — 1), und es gibt also 2(n— 1) 
Gruppen, deren jede einen zweifachen Pnnct enthält. Hierin 
liegt der Satz: 

Lehrsatz 1. Eine TnvokUion vom H'ten Grade hat 
2(»— J) moeifache Funcle. 

23« Doppelverhältnisz von vier Gruppen. Esselen 
th.»^*^* **** ^ Puncte einer bestimmten Gruppe. Der 

barmohlsche MIttelpunct m des ersten Grades ffir diese Punete 
beisogen auf einen Pol o, der beliebig auf der gegebenen 'Gera- 
den angenommen Ist, bestimmt sich durch die Gleichung 



om \oa/i 



om 

aus welcher, unter Beachtung der Gleichung (1) in Nr. 21., sich 



%i -f- <aXi 



ergibt. Der Abschnitt, welcher durch zwei harmonische Mlttel- 
poncte ersten Grades m und m* zweier verschiedener Grappen 
begrftnst wird, iHszt sieb also ausdrficfcen durch : 
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mm' =:om*'—om= , iT/ . tr \ • 

(xi + tt)Ai)(x, + ß)%) 

Sind nan mi, m^, m^, die harmonischen MittelpUDcte 
ersten Grades von vier Gruppen, welche den Werten iO| , m^, 
flü^j 04 eotsprecbeDy in Besug auf den Pol o, so gilt die Glei- 
chong : 

CDs — " als •"4 

und da dieses Resultat dasseihe bleibt , wenn wir iür 0 einen 
anderen Punct annehmen, so folgt daraus: 

Lehrsats Ii, Dag B^elverkäUnitB der vier kmrmO' 
nUehen Mttteijfitmcie ersten Grmde» 90m Pier Orugtpen ei- 
ner ineohMn iei wuMängig «M o. 

Hieraus folgt weiter: 

Lehrsatz III. Die Reihe der harmonischen Mitteipmnete 

des ersten Grades aller Gruppen einer Involution in BC' 

%ug auf einen Pol o und eine zweite Reihe harmonischer 
MUtelpuncte des ernten Grades der nämlichen Gruppen, 
aber bezogen auf einen ander n Fol o', sind ibwei projecH" 
visciw Funclreihen, 



Unter D$ppeiperkäänie% von Pier €lrpfipen einer Involu» 
Höh verstehen wir im Nachfotgenden das DoppelverbSltoiss 
ibrer barmoniscbeD Mittelpinicte ersten Grades nach einem be- 
liebigen Pol. 

Es sei m ein harmonischer Mittelpunct des r-ten GIrades 
einer bestimmten Gruppe der Involution (1) in Nr. 21. in Ke/ug 
auf den Pol o, dann geht die Gleichung (0) in Nr. 17., unter 
Beachtung der soeben erwähnten Gleichung (1) in Nr, 21.« über in : 



<M9l''(Xr-|-«9.Ar) 
(2) J Ol . ii»'^*(«,wi+f>,ar-l)^ 

+ . 

-|-(«-r.|-l>r.(so+».ao) 

und es bilden also die harmonischen MUtelpuncte des r-ten 
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Grade« der veiiseliiedeiieii Ciroppen einer InTolatlon des n-ten 
Grades eioe neue InveJation des f «ten Grades. Jedem Werte 
von o entspricht eine Grappe der Involution des n-ten Grades 
und eine Groppe der Involution des t-ttn Grades, also ent- 
sprechen sich je zwei Gruppen dieser beiden Involiitionen. Da 
nun das Doppelverhältniss von vier Gruppen einer Involution 
nur von den vier entsprechenden Werten von o» abhängt so 
sind auch die DoppelverhSltnlsse von je vier einander ent» 
sprechenden Gruppen beider Involutionen einander gleich. Dies 
iSsst sich auch daraus folgern » dasz nach Nr, 13^ je swei ent- 
sprechenden Gruppen der beiden Involutionen liHr den nSmllcben 
Pol Q derselbe harmonische Büttelpunct ersten Grades zukommt 

34« Projeetivische lnvoiutlon«ci. Z«vei Involutionen 
heissen pr^ectMteMf mSgen sin auf einer Geraden oder auf 
zwei verschiedenen liegen, sobald die harmonischen Mittelpuncte 
des ersten Grades der Gruppen der einen Involution för einen 
b^Hebicen Pol and die harmonischen Mittelpuncte desselben 
GiAdes der Gruppen der andern Involution Ittr einen andern 
Pal aw«i projectivische Punctreihen bilden. Gemlsa dieser 
Dnfiaitwii und der liSr das Doppelverh&ltnlsz von vier Gruppen 
einer bivohrflon, entsteht: 

L e h r s a t z 1 V. In zwei projectivischen Involutionen ist 
das Doppt'lrer/iäl(nis& von vier Gruppen der einen In- 
volution gleich dem DoppelverAältmn der vier enit^ecAen- 
dm ßrMppen der andern. 

Das am Ende von Nr. 8. ausgesprochene Theorem begreift 
also auch die Involutionen unter sich, und man kann diese somit 
auch als geometrische Gelj^llde betrachten, deren Elemente Grup- 
pen von Puncten sind. 

a. Besiehungen zwischen den variablen Ooeffi- 
clenten. Fragen wir zuerst, wie die Pro|ectlvität zweier In- 
volutionen sich ausdrScken iSszt 

Es sei die erste derselben durch die Gleichung (1) In Nr. 21, 
die zweite durch die folgende Gleichung gegeben: 



0) 



+ eU'».c«'»+ A'«_i.ea»-» +....+ l'ol 
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IQ der 41 einen beliebigen Pmet der Geraden, aef der die siveite 
Involutlen liegt« o den Anfang der Abeehnitte in dieser Geraden 

J' 2' ^ 2' o 2' 
tnt " in— 1 j •» m— • • . . j " q 

coDstante Coefficiepten l»eM»«hneo. 

Wir setzen voraus, wa» offenbar gestattet ist, es entsprä- • 
eilen den Gruppen 

der ersten Involution die Gruppen 

der zweiten. SoMen die beiden Gleichnnc^cn (J) in Nr. 21. und 
(.i) zwei entsprechende Grappen vorstellen, so Ist es notwen« 
dig abrr auch hinreichend, wenn das Doppe!v€rha!tn5sz der 
vier Gruppen der ersten hiv ohition, (0, er , 1, w), [^loich dem 
Doppelverbältnisz der entsprechenden vier <f nippen der zweiten 
Involution^ (0, oo » 1> 6), ist« Aus der Gleichung 

4 

(0.<»,1, a)) = (0,QO,l, ö) 
felgt aber aegenbiiclilicb: 

und man kann alstj mit Hücksieht auf ihre Projectivität mit der 
ersten invoiuüou die zweite durcb die Gieicbung 

darstellen. Die Gleichung (1) in Nr. 21. und die letzte Gleichung 
geben nun für ein und denselben Wert von o zwei entsprechende 
Gruppen der zwei projeotivi.s( hen Involutionen. Eliminiert man 
zwischen den obigen (Jleiehunsen co, so erhält man eine Rela- 
tion, in weicher der Zusammenhang oder die Zugehörigkeit der 
Puncte a und a ausgedrückt ist. 

b. Goraei nschaftliche Punete. Liesren die beiden 
lovoiutionen auf derselben Geraden» so kann man die Puncto 
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a und a auf denselben Anfang beziehen, man kann also für 0 
den Punct 0 setzen. In diesem Falle liegt die Frage nahet 
wie oftmal zwei sich entsprechende Puncte a und a zusammeo- 
fallen. Eliminieren wir aus (1) in Nr. 21. nnd aiie (4) in Nr. 24a. 
CD nnd eetaen oa für oa« eo entsteht: 

f («ii.öip»+....+»o)(i'«.oS"+....+i'o)l ^ 

(0)1 -i^ f=0, 

l — (iU . oä" + .... -I- . oa» +....+ jp'o) ' 

eine Gleichung die in Bezug auf Oa vom {^-^-ti^-i^n Grade ist 
Das führt auf den Satz: 

Lehrsritz V. Auf einer Geraden, auf welcher zwei 
projectirische Involutionen bezüfflich vom n-ten und m-ten 
Grade liegen^ gibt es im Allgemeinen n \ m Puncte^ deren 
jedery als der einen Involution angehörig betrachtet mit 
seinem entsprechenden Puncte der andern Involution %U' 
sammenfällt. 

Diese Puncte nennen wir gemelmeht^tHeke Pirnfgie der 
beiden Involutionen« 

e. Involutionen mit vielfachem Pnnct. Ist die linke 

Seite der Gleichung (1) in Nr. 21. durch oa^ teilbar, so stellt &ie 
eine Involulion des n-ten Grades dar, deren Gruppen r ge- 
meinschaftliclie Puncte haben, die alle mit o zusammenfallen. 
In ^^ ahrheit stellt sie aber eine Involution des (n— r)-ten Gra- 
des vor, zu deren einzelnen Gruppen jedesmal r-mal der Punct 
0 hinzugefügt ist. In diesem Falle musz natürlich auch Glei- 
chung (5) in Nr. 24 6. durch oa^ teilbar sein, und die n-\ m 
gemeinschaftlichen Puncte der beiden gegebenen Involutionen 
bestehen ans deni r mal genommenen Puncte o und aus den 
+ n — r gemeinschaftlichen Punctcn der zweiten Involution 
vom »t-ten Grade und der vom (n — r)-ten Grade, welche ent- 
steht, wenn man den Gruppen der ersten Involution den Panct 
o entzieht. 

Enthalten die Gruppen der zweiten Involution #-mal den 
PoDct o, so erscheint derselbe (r-f *)-mal unter den genpieiD* 
schaflÜchen Puncien beider luvolutionen. 
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Die Gruadprittcipien, 
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d. Fortsetzung des Vorigen. Wenn eine Gruppe der 
ersten Involution, etwa die, uohhe wir erlialteii, wenn o) ulolcli 
^ull gesetzt wird, r-nial denscHien Punet O enthalt, und die 
entsprechende Gruppe der zweiten Involution enfhall *-nial 
denselben Punct 0, "o *>r vorausgesetzt i»t, so enthält die 

linke Seite der Gleichung (5) offenbar oa^ als Factor, und der 
Pun< t 0 vertritt daher r nial die Steile zweier gemeinschaft^ 
HcAer jPimete der beiden liivoiutionen« 

- e. Involution von Stralengruppen. Ts ist wo! über- 
flüssig, zu bemerken, dasz für iStralen, die alle durch denselben 
Pnnct gehen, sich eine, mit der soeben lür die Puncte einer 
ixeraden auseinander gesetzten l'hcorie, volUtändig analoge 
Theorie der Involution aufstellen läszt. 



25. Die quadratische Involution. Besondere Besch- 
tqDg verdient die Involution des sweiten Grades oder die guü' 
draiUche invahOiatL Für diese geht die Gleichung (1) in 
Nr.21., wenn iiss2 gesetzt wird» Öber in: 



(6) 



Jede Gruppe ist also nur aus swei Puncten zusammengesetst, 
die eaitfitffierte Puncte genannt werden mögen; HUteipunet 
heisze der Punct, dessen conjogierter Punct in unendlicher 
fintfernang liegt. Wir lassen den Anfang der Abschnitte mit 
dem MittelpuDcte zusammenrallen und nehmen auszerdem an» 
der Gruppe, zu welcher ergehSrt, entspreche der Wert «»s=od. 
Dann ist ^1^= ^)=0, und wenn aund zwei conjugicrte Puncte 
sind, so gebt Gleichung (6) äber In: 

oa.oa* CO nst. 

Vergleichen wir diese Relation mit der, weh h oiu Nr. 9. aus- 
drückte, zwei Punctreiheii seien projectivi^ch, das heiszt mit 

Jä»f^ = eonst. , 

'so ist klar, dasz die quadratische Involution entsteht, wenn zwei 
projectiviscbe Punctreibeu so aufeinander gelegt werden, dasz 
Cremonu, Eh«n9 Curvem* 3 
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die Panete J und /, welche den Puneten im Utiendlieben ent« 
•prechen, zugammenraHen. Aoder« ausgedrifekt» bilden iwei 
aafeioandergelegte projectiviache Punctreihen eine quadratiaehe 
Involation, wenn eiDem Pnncte a, aewol der einen > ala der 
andern Punctreibe angehOrig betrachtet, ala entap rechender 
Punct der einzige af zugehört. Daraua folgt der Satz: 

Lehrsatz VI. In einer guadraHeehen Inrohaion isf 
ia$ Jkippeiverhälinis* van vier Puneten dem Doppeiper'- 
käUnUa der vier ihen arnjugierten Punete giefek, 

a, Eigenschaften der zweifachen Punete der qua* 
dratischen Involution. £s seien e und f die beiden zwei- 
fachen Punete der Involution (m* a* Nr. 22.). Sie sind beslironit 
durch die Gleichung: 

öi* = 0/* a= conat, 

und es ist also 

{efaa') =: (fifafa). 

Daa Doppelverhaltniaa (e/bo') iat daher seinem reciproken Ver- 
hlltniaz gleich und folglich gleich —1, da das Doppelverhält- 
niaz von vier verschiedenen Puneten nicht der positiven Einheit 
gleich sein kann. Wir haben somit den Satx: 

Lehrsatz VII. In ei$ier qßia^atiseAen htvoluHOn eM 
die zweifachen Punete und mvei, beOMffe eot^fuffierie Fimete 
vier harmonische Punete. 

Die Involution des zuelfeii Grailes läiäzt sich also als die 
unendliche Reihe von Pinu-tpaaren a, a' auffaszeo« welche deo 
gegebenen Abschnitt ef harmonisch teilen. 

ö. Quadratische Involutionen au f d ersel l^en Gera- 
den. Zwei Involiitronerj zweiten (ürades, die auf derselben 
Geraden liegen, haben eine Gruppe gemein. Es gibt also zwei 
Punete a und a' so beschaffen, dasz der Abschnitt aa' sowol 
von den zweifachen Puneten e und f der ersten Involution, als 
den zweifachen Puneten g und h der zweiten Involution har- 
monisch geteilt wird. 

Nehmen wir nämlich einen beliebigen Punet m der gege-* 
benen Geraden und beieichnen dorefa m' und iRt die beiden 
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conjugierten Puncte von m für die beiden Involotionen, so er* 
seugen, wenn m sich auf der Geraden bewegt, m' und nii zwei 
projectivischc Punctreibcut dmn ffemein»ehafUtek0 Funeie offen- 
bar die den beiden gegebeaeD lavolatienen gemeiosciiaftlicb« 
Omppe bilden. 

Es ist aiigcnblicfclicb klar^ dasz zwei Involutionen von glei- 
chem Grade, der aber grosser als 2 ist, auf dieselbe Gerade 
gelegt, im Allgenieioen keine gemeinschaftliche Gruppe besitzen. 

» 

26. Acquianh armonisches System von vier Punc- 
te n. Mittelst der Theorie der quadratischen Involulion löst sich 
die folgende Aufgabe. 

Es seien a, bj e, d vier Puncte in gerader Linie. Die drei 
anbarnioni^cheu Grundverhäitnisze derselben sind nach Nr. I.: 

iflbcd) = l, (aedb) = y~:;i* iadöe) = ^y- • 
iSiod nun zwei dieser Verhältnisse einander gleich, das beiszt ist: 

so ist auch 




und es sind also alle drei üoppelverhältnisze einander gleich. 

Es sind nun die drei Puncto a, ö, c in gerader Linie ge* 
geben > man soll einen Pnnet 4 so bestimmen, dass der Glei« 
chnog: 

oder auch; 

{abed) = {etMi 

genügt wird. 

Wir nehmen willkürlich auf der gegebenen Geraden den 
Pnnct m an, und bestimmen einen Pnnet so, dass 

{ahem) = {caM) 

8* 
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Ist Verändern nun m und Ihre Lage, so entoteheo Kirei 
projectivische Panctreiben , In denen den Pancten a,kp€,m 
in derselben Ordonni^ die Puncto c, a, ö, entsprechen. Sind 
4 und e die beiden gemeinsckaßHcAen Puncte dieser Punct- 
reihen, so ist 

iaöcd) = icaöd), (adce) = (caöe) , 

und unsere Aufgabe ist also durch jeden der beiden Puncto d 
und e ge(98f. 

Sind nun a,b,c diejenigen drei Puncte der gegebenen Gera- 
den, welche die drei anharmonischen Verhältnisze 

{beaa), (caöB), (aöcc) 

zu harmonischen machen, so sind die beiden Punctsysteme 

a, b, Cf t 

und 

c, b 

projectiviscb, und da dem Puncte b In jedem der beiden Sy- 
steme der Panct c entspricht, so sind die drei Punetpaare 

o, a; b, c; b, c 

in Involution, und a ist der eine sweifache Punet dieser durch die 
Punetpaare b,ci b, c bestimmten quadratischen Involution. Der 
iweite zweirache Punet dieser Involution ist a, da nach dem 
Obigen der Abschnitt bc durch a und a harmonisch geteilt wird. 
Folglich teilt a und a auch den Abschnitt St harmonisch, und 
es ist: 

(beacf) = {bcaa) = — J. 

Die Punctsysteme 

b, c, o, a; f>, c, a. a 

sind also projectivisch, das heiszt, es sind auch die drei Punet- 
paare 

«; $1 e, t 

in Involution*). 



*) V. Staudt, CrwmUrU der Lage^ NArnbcrg, Bauer aod Raspe* 1847, 

a 181. 
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Uurch den beliebigen Funct o ausserhalb der gegebenen 
Geraden ziehe mau die Stralenbüscbel 

0{a, «, b, 6, c, c) und oi,d, e) 

und schneide sie dann beide mittelst einer sn Oc parallelen 
Transversale. Die Durchsehnittspnncte seien besfigllch : 

b', b% », d\ e'. 

Dann ist 

und Gleichung (7) geht also über in : 

Ist — 1, 80 ist auch (a'b' 00c') — ~ l, fol-lith hal- 

biert C den Abschnitt ttb'. Hieraus folgen die idenittäten: 

durch deren Substitution Gleichung (8) sich auf 

(9) ?S« = e^ = 3Ca'.c'*' 

reduciert. Es halbiert also C auch den Abschnitt 4:e\ und folg- 
lich ist 

das beiszt 

(ifoct)=-t. 

Ebenso beweist njau« dasz 

(11^06) 1 und (rf^a«)=— 1. 

Es sind also A und e die beiden aiveifachen Puncto der In- 
volotion 

ö, a; bt h\ c, c*). 



*) V. Staudt, Beihäfje. zur Geometrie dar Lagt, Nfimberg, Bauer und 
Rmp«. 1856—57-60, S. 178. 



f 
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Das Doppel verbäiinisz X ist durch Gleichung (7) gegeben^ 
es ist also gieich einer der imagioäreD dritte» Wurseln aua — I ; 
folglich können die vier Puiicte a, b, c, d oder a, € nicht 
alte reell sein. la Gleichung (9) ist aber die rechte Seite ne< 
gatlir oder positiv, je nachdem die Puncte a' und b' reell oder 
imaginär conjugierte sind. Sind daher die drei Puncte a, b, C 
alle drei reell, so eind die Puncte d und conjugierte imaginäre 
Puncte, sind dagegen zwei der obigen Puncto imaginär conja- 
giert, '80 sind die Puncte ä und e reell. 

Aus Gleichung (8) folgt noch, dasz, wenn a'ö' ==^0 ist, auch 
a^d* = a'e* ist, dasz also, wenn zwei der gegebenen Punnte 
zusammenfallen, auch die beiden Puncte d und e mit ihnen zu- 
sammenfallen. 

Ein System von vier Pnncten heisjse äguimikarmoHigeh^ 
wenn die drei anharroonlsehen (Sraudverbältniase einander gleich 
sind» wenn der Wert dieaer Doppel verbältnisze also gieich ei- 
ner der beiden imaginären dritten Wurzeln aus — 1 ist. 

27. ßed i n gu n gs gleic h ung fiir ein äq uianharmo- 
ni Schee System. Sind vier Puncte m|> m^, m^, in gera- 
der Linie nach Nr. 6. durch die Gleichung 

(10) + 4/}.4Mi> Oy.öm» + 4d.om-f € =: 0 

gegebeoj und aollen dieselben ein äquian harmonisches System 
bilden» so niosa 

sein, das heiszt, wenn wir ftir die Segmente mitn^,**,, die ent- 
sprechenden Differenzen om.^ — otnt,..., setzen: 

(o»»| — om^iomi — om^){pm^—om^){om^ —om^) _^ ^ 

Diese Gleichung w ird bei der Entwicklung fiir die vier Abschnitte 
onti, om^, om^, 0?nn symmelrisch, nnd läszt sich also nur durch 
die Coefficienten der Gleichung (10) ausdrücken. Mitteist der 
bekannten Beziehungen zwischen den Coefficienten und den 
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Wurzeln einer Gleichung findet man ohne grosze Schwierigiceit 
die Gleichung 

als Bedingung, die notwendig, alter anch binreicbend ist, damit 
die vier durch die Gleichung (10) gegebenen Pnncte ein Squi* 
an harmonisches System bilden*). 

§. 5. 

BeAnitteAea Mr eliese Ctaren* 

28. Erklärung einer Ortscurve und einerEinhtll* 
1 enden. Eine ebene Cnnre kann man sich sowol durch Bewe* 
gung eines Punctes, als durch die einer geraden Linie entstan* 
den denken. Im ersten Falle heiast sie der Uff aller Lagen 
des beweglicben Punctes, im zweiten Falle die €inkäUen4e 
Curve oder kurs die MMilende aller Lagen der beweglichen 
Geraden**). 

Eine Gerade, aU Ort aller in ihr gelegener Puikcte aufge- 
faszt, ist das einfachste Beispiel einer OrUeurve. 

Ein Punet, als Einhüllende aller in ihm sich schneidender 
Geraden aidgelaszt, bietet den einfachsten Fall der einhüHeU' 
den Curve. 

Eine OrtMCWve oder ein Ort beisst wm der n49m Ordmmff» 
wenn eine beliebige Gerade Ihn in n Puncten, die entweder reell 
oder imaginär» verschieden oder susammenfallend sein k&nnen» 
schneidet. Der Ort der ersten Ordnung ist die Gerade; ein 
System von n Geraden Ist ein Ort der «-ten Ordnung. Zwei 
Orte, die besSglicb von der Ordnung n und n' sind, bilden au- 
sammen einen Ort von der Ordnung n-f fi'. 

Ein Ort der n ten Ordnung kann von einer Geraden seiner 



*) Painvin, MquatüM de$ rapporta w^utmoniques etc. (NouvellM An« 
nalM de Mafh^atiqnes, 1. Parif 1860, p. 412). 

**) Pläeker^ Theorie der algebraisciien OurveUf Bonu, Marcus. 1839, 
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Erklaiiing geinäsz tinr in n Puncton geschnitten werden; hat • 
aUo eine Gerade mehr als n Puncto mit einem Orte gemein, 
so ist sie selbst ein Teil des Ortes, das heLuEt, sfimmtHche 
Puncte der Geraden sind auch Poncte des Ortes. 

Eine Ort^corve von gegebener Ordnung heiszt einfack, 
wenn Mie nicht aus Ortscarven einer niederen Ordnung suaam<. 
mengeaetzt iat. 

Eine Einhüllende heiszt von der n-ten Classe, « enn durch 
einen beliebigen Punct n Lagen der eingehiillttMi Geraden ge- 
hen, das heiszt, wenn von dem beliebigen Puncte n Tangen- 
tem, die entwodor red! oder imaginär, von einander verschie- 
den oder zusammeutalleiid sein kuiuien, an die Einhüllende 
ge?;o(»en werden köfinen. Die EitdiüllcMidc der ersteti ('lasse 
iHt der Punct. Ein System von n Pnncten ist eine Einli Müde 
der n-ten Classe. Zwei Einhüllende, deren Ciasson bezüg- 
lich it und n' sind, bilden zusammen eine Einhüilenile der Classe 

Kann man von einem Puncto an eine Einhüllende der ii>ten 

Classe mehr als n Berührende legen, so ist dieaer Ponet selbst 
ein Punct der Einhüllenden; es sind - also alle Geraden« die 
durch den Punct gelegt werden können, Tangenten der Ein- 
hüllenden. 

Eine Einhüllende von bestimmter Classe heiszt ^tifacl^ 
wenn sie nicht aus Einhüllenden von niederer Classe xusani* 
riiengesetzt ist. 

•^y. r)o|»i)e l tau Renten und Wendepunete. Wir be- 
tracliten zuerst eine Ortscurve der n-ten Ordnung. Ist a eine 
der Lagen <les erzeugenden Pnnctcs, also ein Punct der Curve 
selbst, so heiszt die (;L[ailc ,1. welche durch a und die folgende 
Lage des bewoglichiMj Punctes geht, die Tangente oder Äe- 
rührende der Curve in diesem i^uncfe. Der Ort der aufeinan- 
der foluenden Lagen eines licw egliehen Punctes ist also auch 
die iLlnhülleride der (.eraden, welche je zwei unmittelbar aut« 
einander folgende Lagen dieses Punctes verbindet. 

Im Berflhrungspuncte a hat die Curve mit der Tangente 
zivei Puncte gemein (wM^imeUffe BerUknm§)i beide Curven 



I 
! 



üigiiized by Google 



Nr. 36—30.] 



41 



hüben also im Allgemeinen noch it— 2 DurchschnUtopuncte* 
Fallen zwei dieser n — 2 Puncte in einen Punct b zusammen» 
so ist die Gerade A auch im Puncte ö Tant^enfe der Curre. 
Ist dies der Fall, Ba heiszt A eine ßoppeltangente der Curve. 
Die Puncte a und b sind die Berfibrangspuocte*). 

Nähert sich aber einer der n — 2 liurchschnittspuncte dern 
Puncte a bis ins Unendliche, so hat die Gerade A daselbst eine 
dreipunctige Berührung mit der Curve. In diesem Falle heiszt 
die Gerade A eine stationäre- oder eine Wendelangente. Weil 
sie, wenn wir mit a, a', a" die drei unendlich nahen Puncte 
hezeichtK'n, aus denen der Berührungspunct besteht, eigentlich 
zvAiji aufeinander folgende Tanffenten aa* und afa" repräsentiert, 
so können wir auch sagen, sie sei eine I ^opjtuUangente, deren 
Beruhrungspuncte a und a* einander une ullich nahe rücken. 
Denken wir uns die Curve aber durch Bewegung einer Geraden 
entstanden, so hört diese, wenn sie in die Lage a gekommen 
ist, auf, sich in dein eineti Sinne zu bewegen, sie steht still, 
daher stationär, und bewegt sich dann im entgegengesetzten 
8inne. Der Reriihrungspunct a der \\ endetanironte heiszt ein 
Inßections- oder ein Wendepnnct, weil in ihm die Gerade A 
die Curve gleichzeitig berührt und schneidet, diese also von 
einer Seite der Geraden ^uf die andere übergeht. 

30. Doppelpuncte und Spitzen. Wir betrachten swei- 
teiis die Einhüllende von der »»•ton Glasee. Ist A eine der 
Lagen der erzeugenden Geraden» das heisst eine Tangente der 
Curve« so ist der Punct a, In welchem A von der unmittelbar 
folgenden Tangente geschnitten wird, der Beruhrungspunct der 
Geraden A mit der Curve. Die Einhüllende einer be^^ egücben 
jQeraden Ist also auch der Ort der Puncto, In denen sich je zwei 
aufeinander folgende Lagen dieser Geraden schneiden. 

Durch einen beliebigen Punct laszen sich im Allgemeinen 
m Tangenten an die Curve legen. Fällt dieser Punct aber mit 
dem Puncte a der Curve Zusammen, so sind zwei dieser Tan- 
genten nnmitelbar aufeinander folgende, and fallen mit der 



*) Die beidea BerfibrangBpQncte kOnuen imaginftr wwdeii} ohne dasz 
die Gerade A aufhört reell zu Min. Sie iMaitst aneh in diesem Falle alle 
Eigenacliaften einer DopptU/orngmOe* 
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Tangente Ä Kusamnien. Durch einen Punct der Curve gehen 
also auszerdem noch m — 2 Geraden» weiche die Curve i» an- 
dern Pancten berühren. 

Fallen zwei dieser m — 2 Tangenten in eine Gerade B zu- 
saromen, so hat die Cum in a zwei Tangenten Ä und B; sie 
geht also zweimal durch a und bildet dort eine Schlinge. Die 
Geraden A und B berühren in a die beiden Zweige der Curve, 
die sich in ihm schneiden, und der Punct a heiszt dann ein 
Doppel- oder zweifacher Punct*). 

Fällt eine der m — 2 Tangenten mit il zusammen, ao reprft- 
aentiert diese Gerade drei anfeinander folgende Tangenten A,A\ 
Ä**i der Punct a kann also als ein Doppelpunct betrachtet wer- 
den, deazen Tangenten Ä und A' zusammenfalleD, dessen Scblioge 
sich alse auf einen Punct reduciert. Ein solcher Punct Beiszf 
£^pU»e, Bäekkekr^ oder £^(Utiaai^pmiei» Er repifisentiert sqwol 
den Durchschnittspunct der Tangenten A und A*, als den der 
Tangenten A* und A*'* Denken wir uns aber die Gurre durch 
Bewegung eines Punctes entstanden , so wird dieser, wenn er 
in a ankommt, stillstehen» die Richfung seiner Bewegung Sn- 
dern und von der einen Seite der Tangente A, der sogenannten 
RMtMrtanffetUe, auf die andere Seite übergeben. 

Aus den plücker sehen Formeln, die wir im Folgenden 
(§. 10) beweisen werden, folgt, dasz im Allj^enieinen eine Orts- 
curve von bestimmter Ordnung weder Doppelpuncte nocli Spitzen 
hat, dagegen Doppeltangenten und Wendepuncte besitzt, dasz 
dagegen im Allgemeinen der Einhüllenden einer bestimmten 
Classe die ^ingulären Tangenten fehlen, dasz sie aber Doppel* 
und Stillstaudspunete besitzt. 

Ist die Curve von ei^entiiudicher Natur, so kann sie auch 
singulare Puncfe und Tangenten von höherei' Ordnutip; heisilzen. 
Eine Tangente heisU r-fach, wenn sie die Curve in r Puncten 
berührt, die entweder alle verschieden sind oder zum Teil oder 



*) Die beiden Tangenten A und B können aach imaginär werden. Dann 
sind die beiden Zweige der Curve cbeiifiaUa imaginär, nicht aber ihr Durch- 
schnittspunct a. Dieser heiszt in einem solchen Falle ein isolierter Punct, 
und kann als ein aneodlich kleines oder vcrsehjrindendes Oval auigefaszt 
werden. 
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aSmintlich zusammenfallen können. Ein Punet heimt r^fack, 
wenn die Corve r-mal durch ihn hindurch geht; durch ihn ge- 
hen daher r Tangenten, die entweder alle verschieden siod, oder 
aoch zain Teil oder eämmtlieii suaammenfallen. 

Zi* Vielfache Pnncte und Tange uten. Ist a ein 
r-facfaer Ponct einer Gurve, so achneidet jede durch a gelegte 
Gerade die Curve in diesem Poncte r mal. Der Paiiet a gilt 
demnach filr r Dorcbschnittspancle der Geraden und der Curve. 
Berührt die Gerade aber Im PuDcte m daen der Zneige der 
Corve, die durch a gehen, so hat sie auch den su a unendlich 
nahen Punct dieses Zweiges mit der Curre gemein. In diesem 
Falle zählt also a für r-f I Durchschnittspuncte der Curve mit 
der Tangente. Unter allen Geraden, die durch den Punct a 
gezogen werden können, gibt es daher nur r Gerade, nämlicb 
die r Tangenten an die r Zweige der Curve, weiche dort die 
Curve in r-f 1 zusammenfallenden Puncteii schneiden. Haben 
daher r~\ l Gerade diese Eigein»clj^iit, so hat sie jede durch 
a gezogene Gerade ebenlalls und a ist ein (r 4* ])-lacber Punct 
der Curve. 

Ist A dem entsprechen4 eine r-fache Tangente der Curve, 
60 zählt sie für r der Tangenten, die darch einen Punct in ihr 
' selbst gelegt werden können. Aber sie zählt filr r-f 1 Tan- 
genten in Bezug auf die Durchschnittspuncte dieser Geraden mit 
der Curve. Von jedem Puncte der Geraden A gehen also r 
mit A selbst zusammenfallende Tangenten der Cnrre ans. Un- 
ter diesen Puncten sind nur r, von denen jedesmal r4-l Tan- 
genten ausgehen, die mit A ansammenfallen. Gibt es in il noch 
elneQ Punct« der diese letztere Eigenschaft hat> so hat sie anch 
Jeder andere Punct der Geraden A^ und diese Ist . also eine 
(r l)-facbe Tangente. 

Dies vorausgesetzt, folgen die Sätze: 

Lehrsata L Hai eine Cwve der n^ien ürdmmg einmk 
n-faehen Funei a, so sie ^ System von n GeroOen, 
die sich in a sekneiden» 

Denn jede Gerade, welche a mit einem beliebigen Pnncte des 
Ortes verbindet, hat mit ihm n-f-l Puncte gemein, ist also 
selbst ein Teil des betittffeiiden Ortes. 
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Lehrsats IL Bai eine ^MäUende der m-4en Ciaeee 
eine fache Tangente, ea üt eie ein Sygten$ van m auf 
dieeer Ger aden Hegenden Puncten, 

Ferner: 

L e In {? a t z III. Eine einfache Curve n-ter Ordnung kann, 
wenn sie einen {n — l)- fachen Punct luU, keinen Doppei- 
punct mehr haben* 

Penn die Gerade, welche diese beiden Puncte verbindet, 
bfttte 1» -|- 1 Durchscbnittspancte mit der Curve gemein. 

Dem entspricht der Satz: 

Lehrsatz IV. Sine einfaeke Carve der m^ien €Sa8ee 
kann, aue%er einer {m^Xy'faeken Tangente, keine Dofpei^ 
tangeme habem* 

Denn sie würden für ihren Durchschnittspuuct IT» -|- 1 Tan* 
genten repräsentieren. 

GemelnecluiifUielie Puncte unil Tansenteu zweier 

Ciunreii* 

32. Zahl der Durchschnittspun ( te zueiei Curven. 
lit wieviel Puncien schneiden «ich zwei (Juiven bezüglieb von 
der Ordnung n und n'i 

Als ein «elbstverstündliches Axiom angenommen, dasa die 
Zahl der Durch.schnittspuncte allehi von den Ordnungen n und 
n* abhängt, bleibt diese Zahl unverändert, wenn wir für die ge* 
^ebenen Curven andere Orte derselben Ordnong substituieren. 
Setzen wir fifir die Curve der n'-ten Ordnung n* Gerade, so 
schneiden diese die Curve der »-ten Ordnung in n.ii' Puneten. 
Das liefert den Satz: 

Lehri^atz I. Zwei Curven bemgUch von der n-ten und 
n'-ten Ordnung schneiden sich in n.n* Puncten, die eni' 
weder reell oder imaginär, alle verschieden oder Mun 
Teil oder säm/ntlich iusammenfallend sein können. 
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Man sagt, zvrei Curven haben eine zweipuncOffe, drefpune' 
tige, vierpunctige , ßiifpuncHge, ^eehspunctige^ , . . ., r^pimC' 
tige Berührung^ wenn sie zwei, drei» vier, fünf, sechs, . . , • , r 
aufeinander folgende Puncte mit einander gemein haben. 

a. Liiilluss der vielfaclien Punctc. Gehen durch 
einen Punct a r Zweige einer Curve und r' Zweige einer an- 
dern, 80 njuss dieser Punct als Durchschnittspunct eines jeden 
Zweiges der ersten Curve mit jedem Zweige der zweiten 
Curve angesehen werden. Er zRhIt also für r.r' zusanimen- 
fallenric DnrchschnitLspiincte. Haben auszerdem ein Zweiu; 
der erjiten Curvo und ein Zweig der zweiten Curve in u eine 
genieinschaltiiche Tangente, so haben sie dort zwei gemein- 
schaftliche Punctc, und a j^llt also fifr r.r'-f 1 Durchschnitts- 
puncte. Haben aligpiiieiii die beiden Curven in a s gemein- 
schaftlichi' Tangenten, so zahlt a für r,r'-{-s gemeinschaftliche 
Puncto der beiden Curven. 

In dem speciellen Falle, wenn r Tangenten der ersten Curve 
mit r' Tangenten der zweiten Curve im gemeinschaftlichen 
Puncte a in eine einzige Gergide T zusanimenCallen, stellt die- 
selbe, r'-^r vorausgesetzt, r' genieiiisch.il (liehe Tangenten vor, 
die Zahl der in a vereinigten Durchschuittspuncte ist also 
r'(r + i 1 Diese Zahl kann aber noch croszcr werden, und 
zwar jedesmal, wenn die Gerade T eine innigere iierührung mit 
einer der beiden Curven eingeiit, das lieiszt, wenn sie dieselbe 
in mehr als r + 1 oder r'-fl mit a zusammenfallenden Puncten 
schuei li (. Hat z. R. die Gerade T in a mit der ersten Curve 
2r Piiru te, mit der zweiten r' fl Puncte «emein, so gilt der 
Punct a als eifi r(r' -f l)-nialicrer Diirchschnittspunct beider Cur- 
ven. Hieraus ist leicht zu zeigen, dasz, wenn ein System K 
von r Curven der zweiten Ordnung, rlie den Punct a gemein 
haben und dort sänimtlich von einer Geraden 7 berührt werden, 
sowie eine beliebige andere ( urve C, die r' Zweige besitzt, 
die sämmtlich durch a gehen und dort ebenfalls sänimtlich von 
der Geraden T berührt werden, gegeben sind, der Punct a in 
diesem Falle r^-f-l Durchschnittspuncte der Curve C mit jeder 
der Curven des Systems K darstellt, dass er alse für rir'-{'\) 
gemeinschaftliche Puncte der Curve € und des gesaromten Sy- 
stems der Curven K zählt. 
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6. Zahl der g^emei nscbartiichen Tans^enten zweier 
Cnrven. VoMständig analog beweist man den i^atz: 



Lehrsatz IL Zwei Curven betiigüch der m^ten «mf 

m 

Und 



m'*tm daeee haben m.m' gemeinechapitehe Tat^gnien. 
I 80 weiter*). 



S- 7. 

AnKabl der Bedinge tuig^en, dnvelft welebe eine dürre 
n-ter Ordnangf oder m-ter ClAsae beatlmml; wird« 

33. Zahl der Bedingungen, denen eine Curve ge* 
nögt, die einen r-lachen Punct hat. Soll eine Curve 
durch einen bestimmten Funct a geben, so gilt dies offenbar 
für eine Bedingung, 

Durch a legen wir eine Gerade Ä» Soll imn die Carre 
auch den a benachbarten .Punet der Geraden A enthalten» soll 
also die Gurve nicht blos dareb a geben ^ sondern auch die 
Gerade A in diesem Punete beriihren, so sSblt das flir meei 
Bedingungen* 

Wir legen durch a eine zweite Gerade Ai. Soli nun die 
Curve ausser den beiden benachbarten Puncten von A attch 
den Punct enthalten, der in der Geraden Ai dem Punete a un- 
endlich nahe ist, so wird das für drei Bedingungen gelten; in 
diesem Falle schneidet aber jede durch a gezogene Gerade in 
diesem Punete die Curve zweimal, a ist also ein Doppelpunct 
der Curve. Soll daher die Curve in a einen Doppelpunct haben, 
so zfthlt derselbe fflr drei Bedingungen. 

Hat die Curve in a einen Doppelpunkt, was drei Bedin- 
gungen entspricht, so schneidet jede Gerade A, welche durch 
a geht, dieselbe in zwei in a zusammenfallenden Puncten. Soll 



*) Die Eigenschaften der Cnrven ron gegebener Classe leiten sich ans 
den Ei<;cti8chaften der Curven von bestimmter Ordnung und umgekehrt 

mittelst des Prindps der Dualität ab, das wir als selbstverstärnUicJt nnd ab- 
solut ansehen, das heiszt als Buabhängig von einer specieUen Tiraorie der 
Transformation der ifigorcn. 
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die Cunre nun darch einen dritten anmlttelliar folgenden Pnnct 
von A gehen» eoll eie also mit der Geraden In a drei PnncCe 
gemein haben, eo ist dies offenbar eine neue Bedingung. Ver^ 
langt man dasselbe fär swei andere Gerade Ai ond J«, die 
ebenfaMkdurch a gehen, so haben wir im Gänsen sechs Be- 



Conre in diesem Puncte dreimal schneidet, so ist dieser Ponet 
ein dreifacher Ponct der Cnrve. Soll also a ein dreifacher 
Pnnct der Cnrve sein, so zählt das für seekw Beäingunffen, 

Allgemein sei Xr-i die Zahl der Bedingungen, wenn die 
Cnrve in a einen (r — 1)- fachen Ponct haben soll. Jede Gerade 
i, die durch a geht, hat dann in diesem l'inicte r — 1 mit der 
Ciirve gemeinscharillclie Piiiiotc. Soll nun diese Curve noch 
iUmi Tiiichstfoigenderi Punct der Geraden j4 enthalten, das heiszt, 
Soli die (»erade A r Puncto mit der Curve gemein haben, so 
ist das eine \\eifer(> Bedingung. Wird dasselbe füir r— 1 an- 
dere Gerade verlangt, die auch durch a gelegt sind, so haben 
wir im Ganzen Xr-i^f Bedingungen. Gt!ieii aber durch a 
r Gerade, deren jede in diesem Puncto r gemeinschaftliche 
Puncte mit der riirve hat, so ist nach Nr. 31. a ein r-facher 
Pimct der Curve: tblglich gilt, wenn der Punct a ein 7' -(acher 
Purict der Curve sein soll, dies /ÖT iFr = ilV— 1 Bedinffunffei^ 
das heiszt es ist allgemein 



34. Zahl der Bedingangen, die eine Cnrve voll- 
stindig bestimmen; Curvenreihen vom Index jV. Durch 
»ieviele Bedingangen Ist nnn eine Cnrve ii-ter Ordnung be- 
stimmt? 

Soll die Carve einen n- fachen Pnnct a enthalten» so gilt 
das nach dem OI>igen für |n(ll-fl) Bedingungen. Nun ist aber 
eine Curve fi ter Ordnung, die einen n- fachen Punct enthält 
nach Nr. 31. das Systen» von it sich in diesem Puncte .schnei- 
dender Geraden ; diese sind sämmflich bestimmt, sobald in jeder 
derselben ein .zweiter Punct gegebeiuisiuind soniit ergibt sich 




Gerade, deren jede die 
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^il+l) + l» = |«(»+3)*). 

Sind mir ^7i(n f 3) — 1 Bedingungen gegeben, so gibt 
uneiitllich viele Curven der n-ten Ordnung, die dieselben er- 
füllen. Unter ihnen werden itnmcr eine bestimmte Anzahl durch 
einen beliebigen Punct geben. Diese Zahl am n. ^ Die ge- 
sammten Systeme dieser Curven, deren Zahl unendlich gro.sz ist, 
nennen wir eine Met he von Curven der n-ten Ordnung und 
vom Index n **). 

So bilden s. ß. die Tangenten einer Curre der m ten Ciasse 
eine Reihe der ersten Ordnung vom Index m. 

Im Allgemeinen gibt es innner eine Curve, welche eine 
gegebene Reihe einhüllt, das heiszt in jedem Puncte eine der 
Curven der Reihe berührt. Die ganze Reihe läszt sich durch 
die stetige Bcuegung einer Curve erzeugt denken, die gleich* 
zeitig die Form und den/Ort verändert und dabei stets den ge* 
gebenen Bedingungen genügt Die Puncte, in denen eine Curve 
einer Reihe, die ihr unmittelbar benachbarte schneidet, sind 
gleichzeitig die Berührungspuncte zwischen der ersten Carve 
und der Einhüllenden der Reibe. 

In einer Reihe von Curven » ter Or<lnung kann juan jede 
einzelne als von dem Werte einer bestimmtet) variablen Grosze 
abhängig betrachten, wie etwa, um ein Beispiel anzuführen, von 
dem Producte der anharmonischen Verhältnisze 

worin fl, ft, C drei gegebene Punrte in gerader Linie bedeuten, 
und Xi, 07.2) ^3, die Puncte sind, in denen diese Gerade 

die Curve schneidet. 

Dieser Griisse» deren verschiedene Werte stir Bestimmung 
der verschiedenen Curven ein und derselben Reihe dienen, 
pflegt man den Namen Parameter zu geben. 

*) £beiiflO iBt eine Odh^'^^-tesc Classe durch ^m-f 8) Bedingangcn 
bestimmt. X J 

*} Jonquiires, 7%0&f^<88 gintlraux concernant les eourhes g€om4triqut9 
planes (Tun ordre qudqmmqw, (Jonnial de M. LiouvilU, Arril 1861. 
pag. lld> 
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Hingt die Curre von irrationalen Functionen des Parame' 
ters ab, so werden die verschiedenen Werte dieser Functionen, 
es seien r, ebenso viele Cnrven beetimmen, welche alle ein 
und demselben Werte des Parameters entsprechen. Die Grapp^ 
dieser r Curven kann als ein Ort der r.n- teo Ordnung betrach- 
tet werden 9 und die gegebene Reibe als eine solche von der 
r.n-ten Ordnung» in welcher Jeder Wert des Parameters nur 
eioe einzige Gurve individualisiert. Eine solche Reihe Icann 
man vwammenffeteM nennen mit Rucicsieht auf die Carven 
»•ter Ordnung, und einfach in Bezug auf die Gruppen oder 
Curven der r.n- teo Ordnung. Daher ist klar» dasz der Fall 
einer zusammengesetzten Reihe, aus > diesem Gesichtspuncte 
anfgefaszt, auf den der einfachen Reihen zurfickgeführt werden 
kann. Wir werden im Folgenden daher nur von letzteren reden, 
gleichgültig ob die Elemente derselben einfache Ourven oder. 
Gruppen von Curven sind. 

35. GrSszte Zahl der Doppelpuncte. Aus dem in 
Nr. 34. bewiesenen Satze ergibt sich toigendes weitere Theorem: 

liehrsatz II. &ne einfache Ciarve der n^ien Ord- 
mmff Mann mU Einsehhtn der S^^Usen mar |(it— 3} 
Doppelpuneie haben* 

Hattö sie nämlich einen Doppelpunct mehr, so könnte njan 
durch diese l(n — l)(n — 2) -|- 1 und durch andere 7i — 3 Puncte 
dieser Curvp, das heiszt im (Manzen durch l{n — — + 
Puncte eine Curve der (n — 2)-ten Ordnung legen, welche mit 
der gegebenen Gurve 

2 l)(n— 2) + 1 J + «—3 = «(n— 2) + 1 

Durchschnittspuncte hätte , was unmDglich ist, wenn die gege- 
bene Curve nicht au^ Curven einer niedrigeren Ordnung zu> 
sammengesetzt ist*). 

§. 8. 

0ie Porismen C Ii »sie»' u* das Tlieerem von Car not. 

36. Das Porlsma Chasles' für eine Ortscurve. Es 



*) PlUeherf d. o. 0.» S. 215. 
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sei (Fig. VI.) aöe eiu Dreieck. Eio beliebiger Punct a voo öe 

dc 

»t dureh das VerhSttnisz ebenso ein Punct I» auf ea durch 

das Verbftttnisz ^ gegeben. Ziehen wir die Geraden aa und 

bb, und schneiden dieselben «ich in m, so ist dieser Punct 

(IC hc 

TollstSndig durch die beiden Verhältmsze ^ und ^ bestimmt* 

Diese VerhSItnisze betrachten uir als eine Art Coordinaten 
des Punctes m. Die Gerade cm schneidet ab im i^uncte 

cb 

wodmeb ein drittes VerhäUnisz - entsteht Diese drei Ver- 

bSltnisze sind unt( r einander durch eine eiatache Relation \er- 
bunden. Man bat nämlich nach dem betianoten Theorem des 
Ceva*): 

_ cb 
ffa'üb'~ ca' 

Liegt der Punct m auf einer der Seiten ca oder cb, so ver« 
schwindet eine der Coonliutiten, liegt m dagegen auf al/ y so 
werden beide Coordinaten uoeudüch grosz, aber ihr VerhäUnisz» 

cb 

aosgedrfiekt durch — ^» ist eine endliche Grosze. 

... • 

Lassen wir jetzt den Punct m sich auf euer Geraden be- 
wegen, so erzengen die Puncto a und ü anf eb nnd 4M swei 
proijecti?ische Punctreihen, da jeder Lage won a nur eine Lage 
von I» entspricht und nmgelcehrt. Es . besteht folglich zwischen 

den Verbältniszeo ^ und ^> durch weiclie die Puncto a und 

f> l>estimmt werden» eine Gleichung, die fjir beide vom ersten 

Grade Ist Da nun für den Punct, in welchem die gegebene 

■ Hl* 

Grade ab schneidet, beide Verhfiltnisze und ^ unendlich 
werden, so kann diese Gleichung nur die Form: 



*) Von Ccva im Jahre 1678 pren:pbcn. Man sehe CkaaUa, Aper^ 
hütoriguet S. 299 der deatechen Uebersetzung. 
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habeo. Diese Refotion zwischen den Coordinaten eines belie- 
gen PoDctes m einer gegebenen Geraden beisKe die Bieiehung 
der Geraden, 

Untersuchen wir jetzt, von welcher Form die Relation zwi- 
geben den Coordinaten des Punctes tn ist, wenn derselbe sich 
auf einer Curve der n-ian Ordnung bewegt. Eine Gerade» 
deren Gleichung die (1) sei, schneidet die Curve in n Puncten» 
ibigiich nunsa die Gleicliung (i) und die gesuchte Gleichung von 

n Coordinatenpaaren — ^» gleiclizeitig erfüllt werden, die ge- 
suchte Relation ist daher notwendig vom Jl-ten Grade fnr j<3de 
der beiden Coordinaten des Puoctes m, und da die Zahl der 
Bedingungen, welche eine Curve n-ter Ordnung hestimnien 
in(n-|-3) ist, so musz die fragliche Relation 4ft(n«f-3) von ein- 
ander unabhängige Coellficienten haben. 

Hieraus ergibt sich der Satz; 

Lehrsats 1. Bewefft Heh ein Punet m auf einer Curve 
der n-ten (hrdnmg, so beetehi wischen den verändern- 
cAen Coerdinaien des Pimeies m eine bestimmte HeiatiOn 
von der Form: 



weieMe man die Gleichung des Ortes des Punetes m 
nennen kann. 

Und dem entsprechend: 

Lehrsatz IL Bemegt sieh ein Punet m der Art, das» 
Maischen seinen C^dinaien eine Gieiehung von der Form 
(2) besteht, so ist der Ort des Punetes m eine Cfurve der 
n^ten Ordnung, 




4* 
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37. Das Pnrisma Chasles' fiir eine Einhöllende. 
Es sei wiederiiu) ü^c ein Dreieck. Ein Punct a in öc, bestiinnit 

dureh das Verhältniss und ein PuDct ( in ac, bestimmt 
durch das Verbältnisz bsstiinmeii susammen eine Gerade 

äb, welche denigeniäsz durch die Verhältiiiszc — und ^ volt- 
ständig gegeben iist. Diese Verhültniszo nennt man Coordi- 
naten der Geraden. Sie trifft die dritte Seite in einem drit- 

ten PuDCte c; dadurch entsteht ein neues Verhältnisz ^. Diese 

drei Verhältiiisze sind nach dem Satz des Menelaus*) durch 
die einfache Relation: 

verbunden. Geht die Gerade ai> durch einen der Puncte a und 
ö, so verschwindet eine der beiden (Koordinaten, gebt dagegen 
die Gerade durch c, so werden beide Coordinaten unendlich 

grosz, aber ihr Verhältniss bleibt endlich gleich ^* 

Lassen wir Jetzt die Gerade 0^ sich um einen festen Punct 
drehen, so erzeugen die beiden Puncte a und Ii zwei projecti- 
vische Punctreiben. Es musz also zwischen den Coordinaten 
der Geraden a( eine Gleichung des ersten Grades statt haben. 
Da nun, wenn die bewegliche Gerade durch e gebt, beide Coor- 
dinaten unendlich werden» so bat die Gleichung die Form: 

Diese Relation zwischen den Coordinaten einer Geraden, 
die sich um einen festen Punct diehr, nennen wir die Gleichung 
des Pinie tes, als Einhüllende der beweglichen Geraden auf- 
geiaözt. 

Die Gerade bewege sieb femer 80> dasz sie ▼on einer 
Curve der m-ten Classe umbQilt werde. Welche Relation be* 



*") MenelauSf Sphaerica^ III, 1. 
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isteht daitik zwischen den Coordinateit der ben-egtichen Geraden? 
Von einem beliebigen Puncte, deszen Gleichung die (1*) sei, 
gehen m Tangenten der Curve aus, dan heiszt m Lagen der 
beweglichen Geraden. Die gesuchte Relation und die Glei- 
chung (1*) müszen also gleichzeitig durch m Systeme von Wer- 
ten der Coordinaten erlüllt werden, woraus sich ergibt, dasz 
die j^eKuchte Relation für jede der beiden Coordinaten vom 
m-teu Grade seir» luus/. Da nun nl>er die Curve m-ter Classe 
durch \m{7n-\-^) Bedingungen litstlmmt ist, sn niusz die Re- 
lation iin(m-|-3) von einander unabhängige t'oenicienten ent- 
faaUeo. 

Hieraus folgert eich der Satz: 

Lehrsatz III. Bewegt sich eine Gerade so, das^ sie 
von einer Curve der m-ten Classe umhüllt wird, so be- 
steht zwischen den Coordinaten der beweglichen Geraden 
öeetäwUg eine Relation von der Form: 

^) -^^ß-^ß^Fc^ac) ) 

+ I 

üe man ah Oie QMehung der BMOUenden Oer te- 
wegäehen Geraden aneehen kmm* 

Umgekehrt ergibt eich noch: 

Lelirsatz IV. Bewegt sich eine Gerade so, das% ihre 
Coordinaten beständig einer Gleichung von der Form (2*) 
genügen, so ist die Mnhüiiende dieser Geraden eine Curve 
der m-ten Ciasse. 

* 

Die in den beiden letsten Nummern bewiesenen wichtigen 
Porismen sind von Chaalae gegeben*). 



*) Aper^ historique, 280. 
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38. Das Theorem Ton Carnot. Wir weiiUvu udö wie- 
der zur Cileichuog (2) ^ir,36. In tieu Puocteu 

in denen die GurTe» welche sie darstellt, die Gerade cö sebnei- 

dat, wird die Coordiiiat& ^- — 0, die andere Coordinate iolt>t 

be 

aus der Gteiehnng, wenn man in dieselbe substituiert. 

Auf diese \Veit»e entsteht: 

Ebenso erhftlt man tlQr die Puaete 

In denen die Curve die Gerade ea schneidet: 

Dividiert m&n ferner Gleichung (2) in Nr. 3& durch ( ^ 1 
und beachtet den Sats des Ceva, so entsteht: 

+ }^0. 

Setzen wir bierin — = ü, so erhalten wir die Durchschnitts- 

ÜC 

puncte 

der Curve und der Geraden aö; folglich ist auch: 

Diese drei Resultate mit einander verbunden liefern die 
Gleichung: • 
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ab d'b a"b ^ \ 

ac ' d'c ' A"v J 

bc ^ W-\)c f _ 

Dadurch ist <la6 berühmte Theorem von CarnQi*) bewiesen: 

Lehrsatz V. Schneidet ehie Curveder U'ten (h'dnunff 
die Seiten be, ca, ab eine» Dreiecke aöe beglich in den 
Puncten 

c, c\ c", 

ee beeteht immer die ffieiehung (3). 
Dieser Satz lä«zt sich auf jedes beliebige Polygon erweitern. 

99. Anfrendung anf Curveo zweiter Ordnung. Ist 
«sl, Bo ftllt das Theorem von CarnOt mit dem Satze des 
Jfeneiaue zusammen. Ist »ssS, so ergibt sich daraus eine 
Eigenschaft von eecAe Puncten einer Curve zweiter Ordnung. 
Da nun aber eine Curve der zweiten Ordnung naeh Nr. 34. 
durch fünf Puncto bestimmt ist, so hat man umgekehrt den 
Satz : 

Lehrsatz VI. Bestimmt man auf den Seiten be, ea, 
ab einee üreiecäe öetHgUck die Ptmete 

eo, daen wwieeAen ibnen die eteiekmg: 

tiö»a'b .bc. b' c.ca,c'a 



*; Gi^m&rie dr jw.^ifiou, Paris. J803. p. 291. Deutsch von iickuinacher^ 
Altona. 180d — 18 lu, mit ZusiLtzc» von (rauKs. 
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be$tehi, jo Hegen Me S€ehs Pumete a'; auf 
einer Curve der weiten Or dmaig. 

Fallen die Puncte a', respective mit f», t znsam* 

Dien, berührt also die Curve die Seiten des Dreiecks in 41» h 
itnd tf so geht die obige Gleiebung über in: 



Da« obere Zeichen kann nicht gelten, da sonst nach dem Satze 
des Meneiaue die Puncte a, l>t c in gerader Linie liegen 
mSszten» and eine Curve sweiter Ordnung nur xvrei Puncte mit 
einer Geraden gemein haben kann. Nehmen wir also das ne* 
gative Zeichen^ so folgt, unter Anwendung des Satzes von 
Ceva, dasz die drei Geraden na, öü, cc sich In einem Puncte 
schneiden. Folglich haben wir den Satz: 

Lehrsatz \ Ii. Ist eine Curve zweiter Ordnung einem 
Dreieck eingeschrieben, so schneiden sich die Geraden, 
welche die Seheitel mit den gegenüberliegenden Berüh- 
rungeyuneten verbinden, in demselben Punctem 

« 

a. Anwendung auf Ourven dritter Ordnung. Für 
n = 3 erhalten wir aus dem Theorem des Carno$ das neue: 

Lehrsatz VIII. Schneiden die Seiten öc, ca, ab eines 
Dreiecks abc eine Curve der drillen Ordnung bemigLicU 
in den Punclen 

^0 findet zwischen den entstehenden Abschmtten der drei 
Seilen die Gleichung statt: 

eb,a'b. e^bM.Ve.^'e .ca.ea.tra . 
w. (ife.«i"€.ba.b'a . ^'a.€b . (fö.e^d ^ 

Liegen nun die sechs Puncte 

a, a'i h'; c, C 

in einer Curve der zweiten Ordnung, so gilt ffir sie die Glei- 
chung (4). Dividieren wir durch diese die Gleichung (5), so 
entsteht: 
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und die PoDcte a", Ib", c" liegen daher in gerader Lioie. Lie> 

gen umgekehrt a*\ h", c" in gerader Linie, so befinden sieb 
die übrigen sechs Darcbschnittspuncte auf einer Curve zweiter 
Ordnung, 

b, Fortsetzung. Tangentialpunct Besteht der Ort 

der zweiten Ordnung aa'dft'cc' aus dem Systeme zweier zusam- 
menfallender Geraden, so geht der obige Satz in den folgen- 
den üll>er: 

JLehrsatx IX. Legi mm Ourck äle Funete^ In denen 
eine Curve dritter Ordmmg von einer Geraden geeehatt^ 
ten wird, Tangenten an die t^irve, eo eekneiden dieee die 
Cerve in drei neuen Puneten, die in einer mveiten Geraden 
Oegen'^ 

Berührt eine Gerade eine Curve der dritten Ordnunt; In» Pinu te 
a und s< liffeidet sie einfach im Fuucte a", so heiszt der Punct 
der Tangenlialpunet von a; wir künnea daher auch sagen: 

Lehrsatz X. Idegen drei Punete einer Curve der drit- 
ten Ordnung in einer Geraden Jl» eo liegen Hure Tangen^ 
tialpuncte in einer weiten Geraden S. 

Die Gerade S beiszt der Geraden R beigeordnet (retta 
sattelt te)t diese dagegen beiszt Avq primtkve» Der Durch- 
scbnittspnnct beider Geraden heiszt der beigeordnete Funet 
^unte sattelite) von 

Ist R eine Tangente der Curve dritter Ordnung, so fällt der 
beigeordnete Punct mit dem Tani^eiitialpunct des benihrunj^s- 
]uir)otcs xtjvsamnien, und die bcigeurtliiete Gerade ist die Tan- 
gente der Curve im beigeordneten Punete. 

c. Fortsetzung. Wird die Gerade a"h"c" eine Wende- 
taugeute der Curve der dritten Ordnung, so ergibt sich der Satz: 



*) Man sehe die Abhandliuig Maclaurin^, UAer die Curven dtr 
dritten Ordnung, übersetit von Jonquikretz Udangu de Gioimnrit pme^ 
Paris. ISÖS. p. aS8. 
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Lehrsatz XI. Zieäi man aus einem Wendepuncte ei" 
ner Curve dritter Ordnung drei beliebige Transversalen, 
80 schneiden diese die Curve in sechs Functen, die in 
einer Curve der moeiten Ordnung liegen. 

* 

Uegen von diesen eecbs Pnncten drei in einer Geraden, 
80 liegen die drei übrigen ebenfalis in einer Geraden. Foiglieh 
gilt dann der Sats: 

Lehrsatz XIL Zieht man durch einen Wendepunct 
einer Curve dritter Ordnung drei Tangenten an die Curve, 
so liegen die drei Berilhrungßpuncte in gerader Linie*)* 

For ts et ziinc^. Liecen die PoDcte a", ff", t" in f^era* 
<ier Linie, so liei^eti tllc aiKU'in sechs ft, ft'; ^' \ C, f' in einer 
VurvG der zweiten Urdmnii^; lalieti nun von diesen drei d', b', 
iu einen Punct zusanioien^ so ergibt sieb der neue Satz: 

Lefaraata XilL BerOkren dSref Trmuvmalen, 4te 
durch einen ftmet a' ehier Curpe dritter i)rdnung gehen^ 
dieee in drei Puneten a"» c" in gerader Unie, und 
gleiekteitig in drei andern Ptmeten a, l^, t, eo hat die 
Curve der dritten Ordnung in a' eine dreipuneHge Berühr 
rung mit einer Curve weiter Ordnung, die gleichseitig 
durch die Punete a^h^c geht. 

Fallen a", b", c" in eincü Wendepunct zusammen, so folgt 
aus dem letzten Satze der neue: 

Lehrsatz XIV. Jede Tranevereale, welche durch ei- 
nen Wend^nmet einer Curte dritter Ordnung gewgen iet, 
echneidet dieselbe in wivei Puneten, in welchen diese Cun% 
mit ein und derselhen Curve meiter i^rdimng uwei drei^ 
punetige Berührungen hat**), 

Uieraus folgt noch: 

Lebrsats XV. Zieht man durch einen Wendepunct 
einer Curve dritter Ordnung eine Berührende an die 
Curve^ eo hat diese In Urem mDciten Berührungspuncte 



*) MaelaurtHf a. o. 0., p. 226. 

Ponctletj Äna^ de» Irwmenabs, (Grelle« Jonratd T. 8. Ber- 
lin, Bdmer. 183S. S. 1S9--1S».) 
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eine sechspunctige BerÜhnmg mit einer Curve der %wei' 
ten Ordnung*), 

40. Der Satz vom Chasle«: öher die Tangenten ei- 
ner Curvc. Wir betrachten jetzt zweitens eine Einhüllende 
der m-ieu CIa.s6e. Sie sei gegeben durch die Gleichung (2*) 
in Kr. 38. Um die Tangenten der Curve^ welche durch a 

ho 

gßheo, zu erbalteo« mflszen wir in der GUichnog ^ 0 setieii. 

Die resultierende Gleichung gibt die Werte der KH-eiten Coordi- 
naten der Puncte 

a 

in welchen be durch die Taagenten geschnitten whrd, die durch 
a gehen. Auf diese Weise entsteht: 

Fir die Puncte 

in denen ca durch die Tangenten ^ welche durcFi b gehen» ge* 
schnitten wird» erhalten wir die entsprechende Relation: • 

(ba\"* 
be) 

beachtet die Gleichung 
so erhält man: 



/bc\^ 



=0. 



^) PlÜehBT^ VAw Qmm dritttr (Mmuig imd analytiscM JBmoeis/uh-' 
ntag, (Crelles J<mnü T«34. BerUn, BflbMr. 1847. aaso.) 
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Setzen wir hierin g^ = 0, so ergeben sieh hieraus die Panete 

c, c', c" , 

In denen ab von den Tangenten die dareh e gehen geschnit- 
ten fvird. Es ist also: 



Diese drei Resnitate mit einander verglichen liefern die 
Relation : 

Hierin liegt der Satz*): 

Lehrsatz XVI. Zieht man durch die drei Scheitel a, 
6, c eines Dreiecks aöc Tangenten an eine Curve der 
m-ten Ciasse, welche die Seiten öCp ca, ab b&mßlieh in 
den Puneien: 

C, 

schneiden, so besteht zwischen den Abschnitten, welche 
durch diese Puncte Qiuf den Seiten gebildet werden, immer 
die Belation (Z*). 

FOr m — I enthilt Gleichung (3*) das Theorem des Ceeeu 

Für fli=r2 hat man eine Eigenschaft von sechs Tangenten 
einer Curve zweiter Ciass^ und leitet daraus den Satz ab: 

ChatUa, Gimätm n^pinemnt Paria, BacbeUer. 186^ p.86l. 
Deatseh von SeknuMM, Brütaadiweig, Lflibrodt 1856. 
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Lehrsatz XVII. Ist eine Curve viteiier Classe einem 
Dreieck umschrieben^ so schneiden die Tangenten in den 
Scheitelpuncten die gegenüberstehenden Seiten In drei 
Functen, die in gerader Linie Hegen, 

U. 6. w,, u* s. w. 

41. Cur venbüficbei. Es seieu 

Cr=0, VssO 

die SU Gieichung (2) Nr. 36. analogen (>Iei< hungen zweier Cur- 
ven der n-ten OrdnoDg. lat X eine beliebige GrOeie, so stellt 
die Gleicbong 

offenbar eine neue Curve der n-ten Ordnung vor. Die Werte 

ue l^c 

der Coordinaten ^ and g^» vrelclie Ü and U annallleren, er- 
füllen auch die (ileichuni: U^XU' = 0; folglich liegen die 
Dfirchsrlinittspiincte der beiden Curven CT^rO und U' = Oatte 
auf der Curve, deren Gleichung: Ü^IU' :=0*) i^t. Da nun diese 
letzte Gleichung für Jeden der unendlich vielen Werte von X 
•ine Curve der n-ten Ordnung repräsentiert, so gilt der Satz: 

Lehrsatz XVIII. Durch die Üwrekeeknittspuncte 
nweier Curven der n'ten Ordnung iamten eieh unendlich 
viele Curven derselben Ordnung legen. 

In Nr. 34. ist gezeigt, dasz eine Curve der fi*ten Ordnung 
durch ifl(»-^3) Bedingungen bestimmt ist. Der letzte Satz 
zeigt nun, dasz im Allgemeinen durch |ii(n-f3) Puncte nur eine 
ekvüige Curve der «^ten Ordnung gelegt werden kann. Gingen 
oSmlich zwei Curven n-ter Ordnung durch diese Puncte, so 
muszten nach obigem Satze noch unendlich viele andere Curven 
derselben Ordnung durch sie gezogen werden kOnnen. 

Durch 172(71+3) — 1 Puncte gehen nach Nr. 34. eine unbe« 
grenzte Anzahl Curven n-ter Ordnung, deren zivei sich noch 
in andern 



*) Latin:, Examen des diff&enlcs vitthodea employdcs pour risoudre les 
problemes de g^om^tne, Paris. 1818. p. 28. 



Digitized by Google 



Mraie» Capitei, 



[§. 8—9. 



Pußcten scboelden. Diese geburen daher auch allen andern 
durch die gegebenen Puncte gelegten Gnrven an. Das gibt 
den Sats: 

Lehrsatz XIX. Durch Inin { V) 1 helicbige gegebene 
Funde gehen eine unbegrenzte Anzahl Curven n-ter Ord- 
nung hindurch, die auszerdent noch — — 2) be- 
stimmte Puncte gemein haben*). 

Eine jede dieser Curven ist völlig individualisiert, sobald 
aiiszer den gegebenen 4n(n-f-3)--l Paocten noch ein beliebiger 
weiterer Punct derselben gegeben ist. Von der anbegrenzten 
Zahl der Curven, die durch in(7i-f 3) — 1 Puncte gelegt werden 
können, c^eht also nur eine durch einen weitern beliebigen Punct. 
Der Index der durch diese unbegrenzte Anzahl Curven gehil« 
deten Reihe (S. Kr. 34.) ist daher gleich 1. Eine solche Reihe 
heiszt ein CurvenöiiscAel, Unter einem Curvenbüschel n-ter 
Ordnung versteht man also das System der uoendiich vielen 
Curven, die durch ln{n-^di) — 1 beliebig gegeben und damit 
auch durch noch i{n — ])(»-- 2) bestimmte Puncte gehen. 

* 

Die Geeammthelt der gemeinschaftlichen Puncte tHne% 
Cvnfenbü9chel» heiszt die Basis des Büschels, 

Kntsprechende Eii^enschaften greifen bei den Curven einer 
bcistimmteu Clause Platz. Die rn^ genieinsrhnrtlfehen Tanireu- 
ten zweier Curven 7/i-ter Classe berühren eine unbegrenzte An- 
zahl anderer ( urven derselben Classe, es aber nur eine 
Curve der 7/i-ten Classe, weiche l7n{7n\2>) Gerade berührt. Alle 
Cnrven der m-ten Classe, die ^m{m-\-^) — 1 gegebene Gerade 
berühren, haben noch |(fli — I)(i!n — 2) bestimmte gemeinschaft- 
liche Tangenten » u. s. w. 

§. 9. 

Weitere IPundaateiitalslltee fiber ebene Carve». 

w 

42. Der Satz von Jacob!. Von den \n(n^-^) Puneten, 
welche eine einfache Curve der n-ten Ordnung bestimmen^ kün- 

*) Flüche i\ Anait/iisch - geomctri&dte Entwicklungen, 1. Bd. Esüen, B&- 
decker. 1828. S. 229. 
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fien nur höchstens n.p — i(p — l)(p — 2) in einer Curve der p-tea 
Ordnung iiegeo> ^ ai. Denn liegen 

■ 

Puncte in einer Curve der p-iea Ordnung, p so bestimmen 
die noch übrigen 

in{n + 3) - n . p + KP - 1) - 2) - 1 SS (71 + 3) 

Poncte nach Nr. 34. eine Curve der (n — i7)-'ten Ordnung, die 
mit der gegebenen Curve der 7?-ten Ordnung einen Ort der 
n-ten Ordnung darstellt^ der durch sämmtlicbe gegebeoe Puncte 
geht. Folglich gilt der fiiatz: 

Lehrsatz I. Auf einer Curve p-ter Ordnung harnt man 
rächt mehr als 

« 

fmete wiWtärUeA mmehmen, wenn durch äteeeUfen eine 
einfache Curve der fhten Or^bmnif, gel^t werde» 
eoü*}. 



43. Der Satz von Plücker. Es seien zwei Curvei» von 
den Ordnungen p und q gegeben nnd es sei p-\rq^n. Auf 
dem Orte der n-ten Ordnung, den beide Curven zusammen dar- 
stellen, nehmen wir ^n(n+3) — 1 willkiirlirhf Puncte an. Durcli 
diese Puncte geht eine unhegränzte Anzahl von Curven der 
n-ten Ordnnnc!^ (Nr, 41), die noch IJn — \){n — 2) weitere Puncte 
geraein haben, welche auf beiden gegelfenen Curven verteilt lie- 
gen. Von den \n{n-{-S) — 1 willkürlichen Pimcten wollen wir 
annehmen, es liiirfn 7}.p — g auf der Curve dpr /?-ten und n.q — h 
auf der Curve «ler ^-ten Ordnung, so niuszen nach dem Ohiij^en 
g und h zwei positive gaoze Zahlen sein, die der Bedingung : 

(1) ^4-A=ri(n--l)(ii-2) 

genügen. Sollen die ^urven nun durch die Puncto, die in ihnen 
liegen« bestimmt seb, so müssen die Beziehungen 



*) Jacohit De rMhneSbm^ qwi» heim Aa6ere dehtnt inier pmeta mter' 
$€ciMmB diutrum eurveervm eet. (CrelUs Sooatnall T. 15. Berlin, Beiner. 1886. 
8. m>. 
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bestehen. Aus ihnen folgt: 

Setzen wir hierin die Wette ein« welche f&r $ uod h ms tilei- 

efaung (J) folgen« so gibt das: 

uod damit sind die Grenzen gegeben^ awiachen denen § nnd h 
fliegen infiesen. So ist g elDgeeehioszen dareb die untere Grense 
KP-OC/» — 2) nnd die obere Grenze 2)4ji(n-^)— 1, 
und ist g bekannt» so ergibt sich k aua Gieiehung (1). Hieraus 
llieszt der Satz*): 

Lehrsatz 11. Alle Curven der Ordnung n=:p-{-q, 
die man durch n.p—g Puncte einer Curve der p-ten und 
durch n»q^h Puncte einer Curve der q-ten Ordnung le- 
gen kann, schneiden die erste Curve noch in g und die 
mHte Cutve noch in h festen Functen» 

a. Folgerang 1. Aus diesem Satze folgt augenblicklich 
der neue: 

Lehrsatz III. Damit durch die Durchschnittspuncte 
Weier Curven der n-ten Ordnung das System vweier 
Curven der p-ten und {n-^p)'ten Ordnung gelegt werden 
könne, ist es nötig, aber auch hinreichend, äasz von die' 
sen Durchschnittspuncten n.p — g der Citn^e p-tcr Ord- 
nung und n{n—p) — h der Curve i:n—p)'ter Ordnung an- 
gehören» 



*) PlMekerj 7%eorte der tUgcbreM^Aen Ovrom, 8.U. 
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b. Folgerun <|; ^. Hat g seinen kleinsten Wert, so kann 
man die letzteo Sätze auch (oigeaiierinaszen faszen: 

L e h rsatx IV. Jede (harve der n-'tem Ordmmgf die durch 
ü.p— Kit— Funeie einer Cmve der P'ien Ord- 

nung gelegt iei, jf<ii, eekneUei dieee mteaerdem noek 
in 2) festen Puneten. 

Oder: 

LehrsaU V. Wen» van den n^ DureheeknUiepimeten 
meeier (hareen der n-ien Ordnung Kjp— 2) 
in einer iharpe der p-ten Ordnung Hegen, P<n, #o liegen 
dee&n derselben noek wettere 2), und die 

OMgen n(n -~p) funete Hegen muf tiner Curee dar («—j»)- 
ten Ordnung. 

44. Der Sata von'Cayfey. Die Sätie der letalen Nnm* 
nier sind endlich in dem folp^enden allgemeinem 8atae enthalten ; 

Lehraata VI. Befinden steh ven den DurekeeknUte'- 
puneien zweier Cureen €m eon der n^ten und Cm van der 
m-ten Ordnung, m<«y «.p—Km+p— «— l)(ai+jf— 2) 
auf einer Curve Cp van der Ordnung p^n^ ea Hegen auf 
dteeer Curve noek vettere 

i(«t + p—n — \){tn -^p—n — 2) 

funete, und die UMgen m(n^p) Punete Hegen auf einer 
Curve der {n^pyten Ordnung. 

Den» l>eschreibt man durch »iXn— w + 3) der (n — fn)p 
Durch8chiiitti>punc(c der Curven Cp und Cn, die sie nicht mit 
Cm gemein h;ii)t!i, eine Curve C„-m t {n — wj-ten Ordiiuug, 
so haben wir zu ei Orte der »-ten Ordnung» Cn und Cm-{^C»^m» 
Die Curve enthält nun 

«1^— + fi—l)(« +JI — «—2) + i(n - m)(n - «+3) 

= «.p-i(p-l)(|>-2) 

Dnfcfaaebnlttapuncte beider Orte. Folglich enthält sie nach Nr.43d. 
neeh weitere K|P—])(p— 2) Durchschnittspuncte, nämlich 

K« J)(«i « ^ 2) , 
Crew«««, SI«M ChirvM. 5 
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die und Cm gemeinschaniicb haben, uud 

die Cn und C/fi — m gemein n'wid. Alle Uebrigen liegen dann auf 
ainet Gorve der (»— j»)*te» Ordnung. 

Aus dietem Satse folgt, daas dvreh die 

gegebenen, den Curven Cn, Cm, Cp gemeinschaftlichen Puncte 
noch 

ebeofklls diesen Qurren gemeinaehaftllehe Piracte beathmiit wer- 
den. Diese leteten Puncte sind aber nnabbingig yon Cm allein 
durch die Cnrven Cm und Cp bestimmt, und es gilt daher der Satss 

Lehrsatz VIL Jede Curve der vrten Ordnung, die 
durch 

Durchschnittspuncte vweier Cwrven der m-ten und p-ten 
Ordnung^ und p <,n vorausgesetit , beschrieben ist^ 

geht auch durch sämnuliche übrige DurehachmCispuncte 
dieser beiden Curven*), 

4ä. Anwendungen, üie soeben bewiesenen SäUe sind 
durch ihren vielfachen Gebrauch in der Theorie der Curven von 
der aller^röszesten Wichtigkeit. Wir begnügen uns hier, einige 
Interessante Beispiele hinzuzufügen. 

a, Folgerung 1. Schneidet man eine Curve der n-ten 
Ordnung durch zwei Transversalen bezäglich in den Puncten: 

tif öf Cf K$ 

O , & , €^ , » ' » » , H j 

und betrachtet das System von n Geladen: 

m', ö^, flu' 

*) Catfletff (Cambridge «ad Dablin Mathematical Journal, VoLm., 
1848, i».211). 
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als eiiMn Ott der «»teil Ordnung, so liegen nacb Nr. 43 die 
übrigen Darcbacbnittopiinete dieser Geraden mit der gegelmea 
Garve in einer Car?e der 2Hen Ordnung. LSsst man die 
Pancte t^, 6^, n' respective mita, e, ....»n zesam- 

m^Bralten» so enlstebt: 

Lehrsatz Vlll. Leffl man durch die Ptmcte, in denen 
eine Curve n-ter Ordnung von einer Geraden geschmtten 
wird, Tangenten an die Ciirve, so schneiden diese dieselbe 
noch in n{n — '2) weitern Puncten, die säamtiicä auf einet' 
Curve 4er (» — 2)-/&ii Ordnung liegen*)^ 

b, Folgerung 2. Auf analoge Art Uewelsl mau den all- 
genieineo 6atz: 

Leb rsat s IX. man durch die PuneU I» dmen eine 
(hme der nrten Ordnung pon einer Curee dmt W-tem Ord' 
mmg geeeknttten wird, die Tangenien der ereten Curve, eo 
schneiden dieselhen dieee Curee in noch 2) Puneten, 
die alle auf einer Curve der 2)-/«» Ordmmg Hegen. 

Dieser Satz folcjt unniittelbar aus dem am Anfang von Nr. 44- 
bewiesenen Satze, sobald man den Complex der n.n' gemein- 
schaftlichen Tangenten als einen Ort dci «./^'-fen Ordnung", 
und die doppelt gezählte Curve der n'-ten Ordnung als einen 
Ort der 2i»'-ten Ordnung auffaszt. 

c. Folgerung 3. Die Sätze von Pascal und Bri- 
aocbou* 

ii^bffsmtB X» Ist dnu Cureu dritter Ordmmf durch 
die SeheOel einee ßeeheedte und durch meet der drei 
Punete, in denen rieh Je umei gegenmmMende Mten 
schneiden, beschrieben, so geht sie auch durch den dritten 
, dieser Funete. 

Denn die erste, drifte und fünfte Seite des Sechsecks bil- 
den einen Ort der dritten Ordnung, einen zweiten Ort der drit- 
ten Ordnung liefern die drei übrigen Seiten des Sechsecks. 
Die neun Durchschnittspuncte dieser beiden Orte sind die secbs 
Scheitel des Secbsecks und die drei Durchschnittspuncte der 

*) jPonceiet, Anah/st des trcuisvermles, p. 387. 

5* 
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eegetifiberliegeDdeii Seiten. Von diesen liegen nach der Voi\r 
anaeetsang mehi in der gegebenen Cnrve« diese entliSIt alao 
nadi Nr. 41. aneb den neunten» q. e. d.*). 

Liegen die sechs Scheitet in einer Curve der zweiten Ord- 
nung, so liegen nach Nr. 436. die übri<^en drei in gerader Linie. 
Dies gibt das berühmte Theorem von Fascaii 

Lehraats XI. Die Oegen$eUe» einee in eine Ciurve 
w»eUer Ordmng eit^eeekrieöenen SeekeecMe eeknetäen 
Siek in drei Puneien, die in gerader idnSe Uepen^. 

Aus diesem folt^t mittelst des Priocips der Dualität der Sata 
von Brianehon***)i 

Lehrsatz XII. Die drei Oeraden, welche die gegen- 
ÜberHegenden Bek^l etnee um eine Cwree der wweiien 
Ciasse beschriebenen Seckeedte verbinden, eehneiden sieh 
in demselben Punete. 

d» Folgerung 4. Es sei ein Sechseck einer Cnrire dritter 
Ordnung eingeschrieben; 1, 2, 3, 4, 6, 9 seien die Scheitel; a, 
b, e bezdglich die Durchscbnittspnncte der Gegenaeitcn [12*45]» 
[23 -56], [34*61]. Lüsst man nun die Puncte 1 und 2 sowie 
4 und 5 zusammenfallen» so bilden die Puncte I» 3, 4, 6, b, e 
die Scheitet eines vollstündigen Vierseits und a ist der Durch- 
schnitt der Tangenten in den Puncten I und 4. Das gibt 
den Satz: 

Lehrsatz XIII. Ist ein vollständiges Vier seit einer 
Curve dritter Ordnung eingeschrieben , so schneiden sich 
die Tangenten der Curve in %wei gegenüberliegenden Sehei" 
teln in einem Puncte der Curve 



•) Poneelel, a. «. O. p. 132. 

**) Pascal, £lssaü pour ies coniques in den Oeuvres de JJlaise Pafcal. 
A la Haye. Chez Detune M.DCC.LXXIX. t. 4. p. 1— 7. — Mao sehe auch: 
Weissenborn^ die I^^qfeeHen ie der JUkne, Bcilin, WddniiiiiMbe Bneii- 
handlnng 18ft8. Verrede & VUI— XVIL 

***) Brianchon, Journal de VEcoU poljftechnigue , Cah. 13, pag. 301, 
Fsfis 1606. 

t) Maclaurin, a. a. O. p. 237. 
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ßs «eie« Jetst d, e; a*, b\ if die Scheitel eioes in eine 
Com dritter Ordnung eingeschriebenen Tollständigen Vier«eito; 
9t bf e seien In gerader Linie; «'^ 6^ ^ die Scheitel, welche 
ihnen bezüglich gegenflberliegeD. Nun schneiden sich die Tan- 
genten in den Puncten m und tf\ b und b*\ e und €f. nach dem 
Obigen in drei Puncten b, t der Corve. Nach Nr. 396. lie. 
gen aber, wenn die drei Poncte a, b, e einer Curye dritter Ord- 
nung in gerader Linie liegen, ihre Tangentialpuncte «, I», e 
ebenfalls in einer Geraden, und nir babeik also den Sats; 

Lehrsatz XIV. JsS ein vollständiges Yierseil einer Curve 
der dritten Ordnung eingeschrieben, so schneiden sich die 
drei Paare von Tangenten durch die sich gegenüberliegen- 
den Scheitel in drei Puncten der Curve, die in gerader 
Linie Hegen. 

§. 10. 

Krzeiigung ebener Curven« 

46. Doppelyerhftltniss yon vier Carveo eines Bä- 
sch eis. In Nr. 4L verstanden -\vir unter Curvenbütchel der 
«-Um Ürdmtmg das System der unendlich vielen Gurven der 
»ten Ordnung, die durch dieselben Puncte gehen. Ein Cur^ 
9enbÜ9€kel ist alse ein geometrisches (Sebilde, dessen einzelne 
Elemente Cnrven Ji-ter Ordnuni; darstellen, die durch 
gegebene Puncte und damit auch durch K»— andere 
feste Pnncte gehen. 

Jede Curve des Büschels ist voUstandif^ individualit^iert, so- 
bald eiii Punct gegeben ist, durch den sie geiieii soii. ISehmen 
wir an, dieser Punct l.ii^c auf einer Geraden, welche durch ei- 
nen Puiict der Basis L;eht, und zwar diesem Puncte unendlich 
nahe, so ist die Curve durch ihre Tangente in dem Basispuncle 
gegeben. Legen wir daher durch einen Basispunct des Büschels 
eine beliebige Gerade, so gibt es nur eine Curve des Curven- 
buscheis, weiche diese Gerade in dem bestimmten Puncte be- 
rührt. Wir construieren jetzt das Stralenbüsche! , das durch 
die sämmtlichen Geraden, welche durch einen Basispunct ge 
legt werden können, gebildet wird, und nennen jeden Stral des 
Stralenbüschels derjenigen Curve des Curvenböschels entspre- 
chend, die ihn im Baäiä^uucte berührt Dann entspricht offen« 
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bar jedem 8tral des StPaleiiUH*;c1iels eine eiwtige CXirve deü 
Curvetibüschels, und umi^ekehrt jeder Curve des Ourvenböscbeiö 
nur ein Stral des Straleiibüscbels. Folglich bilden Stralenbüsohel 
und Curvenbüschel zwei projectivische geometrische Gebilde. 

Betrachten wir zwei Baeispaocte und die Straienbfiechel« 
deren Mittelpuncte sie eindj und nennen diejenigen Straten der 
beiden Stralenbfiscbel enUpreehende Straten, die dieselbe Ciir?e 
des Carvenbjiechels in den beiden Baeispancten berubren, so 
aind die beiden Stralenbttachel offenbar projectiviseh» das heiszt, 
die n* StTalenbfleciiel, 4ei«n Mitteipnncte die n* Baaiapancte 
bHden, sind B&miiitKefa unter eich und mit dem €«rv«nbd8ebel 
|in»Jeetrfi«eh. 

Dies vorausgesetzt, verstehen wir unter Doppelverhultnisü» 
von Her Curven eines Curvenhüschels da» Doppelverhältnisz 
der vier entsprechenden Straten eines der fi^ zu dem Curven* 
büschel projectivischeij Stralenböschel. 

47. Zusammenfallen zweier Baeispuncte. Cs mö- 
gen airei Basiepnnt^te sich einander unendlich n&hern» das 
heisat, die Curven des Büsehels mögen sich in einem Puncto 
a berühre». Ist dann A die gemeinschaftliche Tangente aller 
dieser Curven« so haben alle Curven in a zwei unendlich nahe 
Puncte mit der Tangente A gemein, so dasz sich also immer 
eine Curve bestimmen lüszt, welche durch einen dritten zu a 
unendlich nahen Punct von A geht, die also mit in 41 eine 
dreipunctige Beriihrnng hat. Ebenso IIEszt sich immer eine 
Curve bestimmen, welche mit einer zweiten beliebigen durch a 
gelegten Geraden B einen dem Puncto a unendlich nahen Punct 
gemein hat, die also im Allgemeinen nach jNr.31. in a mit jeder 
andern durch a gelegten Geraden zwei zasanmenfallende Pnocte 
liesitzV iiod damit ist der Satz erwiesen: 

Lehrsatz I. Unter allen Curven eines Cwvenbüschels, 
die sich in einem Puncte a berühren, gibt es eine, für 
tpelche a ein Wendepunct, und eine, für weleJke dieser 
Fmwi m» Doppelpmct ist, 

48. Der Basispunct als DeppelpuBCt f4r «lleCar- 
ven des Büschels. Es Inan steh oreigaeii, dnss «In Basis- 
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puDct für alle Cnrven des CurvenbiischeU ein Doppelpunct ist; 
dann gilt dieser Punct nach Nr. 32. für vier der Durcbschnitts- 
puDCte zweier beliebiger Curven des HüscheU, die ührigen Ba- 
tsispuncte sind also in diesem Falle noch — 4. Nun ist klar, 
dasz die Tangentenpaare der einzelnen Curven in dem L,'emein- 
schaftiichen Doppelpuncte eine quadratische Involution bilden. 
Eine solche enthält aber immer zwei Doppelstralen, and es gibt 
also zwei Curven des Curvenbüscheb» für welche a eine Spitze 
bildet. 

UabeD alle Curven des Curvenbfiiieli«!« in dem Doppelpuncte 
o eine gemeinscbaflllcbe Tangente» so bestimmt jede durcb 
a gelegte Gerade, als zweite Tangente betrachtet» eine Curye 
des Böcichele. In diesem Falle gibt es also aar eine Curve« 
flir welche a eine Spitse bildet. 

Haben alle CurviMi des Büschels im l>oppel|)uiict a diesel- 
ben zwei gemeinschaliliciien 1 angenten A und A'» so ISszt sich 
eine dieser Curven so bestimmen, dasz eine Gerade, die durch 
a gelegt, aber von A und A' verschieden ist, mit derselben 
drei gemeinschaftliche Pnncte besitzt. In diesem Falle gibt es 
ai.so nach Nr. 31. eine Curve des Büschels, fi'ir welche a ein 
dreifacher Punct ist. Dit s L;iU natürlich auch danr» noch, wenn 
die beiden Tangenten A und A' in eine gemeinschaftliche Tan- 
gente zusammetilalleii , das heiszt, wenn der Punct a für alle 
Curven des Curvenbüschels eine Spitze bildet. 

Dem analog gilt der allgemeine Sats: 

Lehrsatz II. Ist a ein r-f acher Punct für alle Curven 
eines CurvenbÜschels, und haben diese daselbst r gemein- 
schriftliche Tangenten, so gibt es immer eine Curve des 
Bäscheis, für weiche a ein (r 4- l)-facher Punct ist, 

49. Involution auf einer Transversale dnr<'h ein 
Cur venböschel erzeugt. ^Schneidet eine belichij;« Transver- 
s.ile die Curven eltics rnrvenböschcls der n-ten Ordnunsr, so bil- 
den die l>urc}isrhuittc (Icrselhen mit jeder Curve der fi ten Ord- 
nung eine Cruj)j>e von 7i Puncten. Die Gesammtheit aller dieser 
80 gebildeten Gruppen von n Puncten stellt eine Involution des 
a-ten Grades dar. Denn dtirrh jeden Punct / der Transversale 
gebt eine einmge Curve des Büschels, welche diese Transyer* 
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sale in den übrigen n — 1 Puncteo der Gruppe, zu welcher/ 
gehurt, schneidet. Jede Gruppe ist also durch einen einzigen 
ihrer Puncte vollständig bestimmt, und dies ist genau das in 
Mr.21.aDgegebeoe charakteristische Kennzeichen der Involution*). 

Die Involttfion, die auf diese Weise entsteht, enthält nach 
Nr. 23. ^(n — l) Doppelpunete, \rir haben also den Satz: 

Lehrsatz III. Unter den Curven eines BüecAeis der 
n-ten Ordnung gibi ee immer 2(ii<-I), die eine geg^ene 
eerade berühren. 

Offenbar sind das Curvenbü'schel n*ter Ordnung; und die 
lnvo!ntio[i yrten Grndef:, die von demselben auf einer beliebigen 
Transversale besliinai( wird, zwei projectivische geometrische 
Gebilde, das heiszt, die Doppelverhaltiiisze von vier Curven 

Büschels und von den vier entsprechenden Putictgruppen 
der Involution, in denen sie eine beliebige Gerade schneiden, 
sind einander gleich. 

^t¥e! OurvenbOsebel beiszen pritfeeiipieek, wenn sie be- 
sflglich zu zwei projecHvIscben StralenbSscbeln projectivisch 
sind, das beiszt, wenn jeder Curve des einen Bfischels ii«r 
e^ Curve des andern Büschels entspricht und utngeicebrt. 
Folglich sind offenbar die Doppelverbültnisze von vier Curven 
des einen und von den vier entsprechenden Curven des zweiten 
Corvenbfiscbels einander gleich, und die beiden Involutionen, 
welche zwei projectivische Cnrvenbdscbel auf derselben oder 
auf zwei verschiedenen Geraden bestimmen, projeetiviscb. 

60. Ort der Durchsebnittspunete zweier projec- 
tiviscber Curvenbflschei. Wir bestimmen sunScbst die 
Ordnung des Ortes der Durcbscbnittspuncte der eorrespondie* 
renden Curven zweier projectiviscber Curvenbascbel der n*ten 
und ii'«ten Ordnung. Zu diesem Zwecke schneiden wir beide 



•) Diese wichtige Eigenschaft, dasz die Punctgruppcn, in der eine Trans- 
versale die Cnrven eines Curvenb&schels schneidet, in Involution sind, ist 
hl dieser AUgcmoiiiheit BchoB von Poneelet (ComptM rendns, 6. ICai 1848, 
p. 958) ausgesprochen. Sturm htA dieMo Sato Dir die Keg«ifechnitto bewie- 
mh: MäMnn sttr hs Ugne» dbf «moimI ordre (Amialei de G^rfonne, 1. 17, 
Slsnet 1896— S7, p. ]80}w 
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Büschel durch eine Transversale. Hierdurch entstehen zwei 
projectlvische Involutionen vom n-ten und n'-tan Grade, die nach 
^r. 246. n-f-it' gemeinschaftliche Puncte haben. Auf der gege- 
benen Transversale liegen also n^n' Puncte, durch weichere 
zwei entsprechende Curven der beiden Curvenbüschel hindurch 
gehen, das heiszt « f/i' Puncte des gesuchten Ortes. Dieser Ort 
ist demnach eine Curve Cnfn' der (n \ ?i')-ti.'n Ordnung*). Sie 
geht durch sämmtliche Basispuncte der beiden Curvonhüschel, 
da ein jeder dieser Puncte aut allen Curven des einen Biisciiels 
und auf je einer Curve des andern Rüscheis liegt**). 

a. Zerlegung des Ortes in Curven niederer Ord- 
nung. Die resultierende Curve der (yi + n')-ten OrdniniLi kann 
oftmals in Curven von niederer Ordnung zerlegt werden. So 
sind z. B., wenn die einander entsprechenden Curven der bei- 
den Büschel sich beständisj an! einer Curve der r-ten Ordnung, 
r<n-f 7i', schneiden, die übrigen Durchschnittspunctc alle auf 
einer zweiten Curve der {n \ n' — r)-ten Ordnung gelegen, und 
diese und die obige Curve der r-ten üjdnung bilden zusammen 
den vollständigen, durch die beiden Curvenbübchei erzeugten 
Ort der (/4 ^ /i'j-ten Ordnung« 

ö. Anderer Fall der Zerlegung. Diese Zerlegung 
greift auch dann Platz, wenn die beiden projectivischen Curven- 
buschel, die v»'ir jetzt von derselben Ordnung n voraussetzen, 
eine gemeinschaftliche Curve haben, die sich selbst zugeordnet 
ist. Dann kann man jeden Punct dieser Curve als gemeinschaft- 
licheo Punct zweier entsprechender Curven auffaszen, und der 
Ort der Durchschnittspuncte von je zwei der übrigen entspre- 
chenden Curven der beiden Büschel ist in diesem Falle eine 
Curve der «-ten Ordnung. 

Diese Eigenschaft kann man auch auf folgende Art aus* 
spreehen ; 



*) Ueber diese Metkode, die Ordnung eines geometriselie» Ortw m be- 
stimmen, sehe man Poneelet, Anafyw de» iranmenalet, p. 29* 

**) CAa«le«, Qmttruelion da la couHm du 8"m ordn de. (Gomptet na- 
dos, so. Mai 1853). ^ Sur In eourbes du 4»*« et du 5me orAre etc (Cooqptw 
rendus, 16. aoüt 1853). — Jonquiires, JEmu» mir la gtnimtüm de» cour- 
bee etc. Paris, 1858, p. 6. ' 
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Lehrsatz IV. M eine Curve H durch die gemein- 
sehaftlichen Puncte ziccier Curven U und V und gleicktei' 
Hg durch die gemeinschaff liehen Puncte zweier tmderer 
• (ktrven ü' und V beschrieben, so liegen die Durchschnitt** 
puncte der Curven V und U', sowie die der Curven V und 
y ^ämmtüeh auf einer und derselben meite» Curve K. 

NaUIrlieb sind alle diese Curveo von dereelben n-ten Ord- 
nung angenommen. 

51. Elnflnaz xusammenfallender Du? checbnltts* 
puncte. Schneiden wir wiederum, wie eoeben» zwei gegebene 
projeetiviaebe Gurre&bltoebel dureb eine Tranaveraale ff> se 
erbalten wir zwei projectiviecbe luvolufioneu, deren it-f-n" ge* 
neinaebalUiebe Puncto die üarcfaacbnitu puncto der Trannrer- 
•ale R mit der dureb die Ourcbachnittapuncte der entoprecben- 
den Curven eraengteo Curre Ci^\.%' sind* E« liege nun auf B. 
ein Pnnet Dp in welcbem r Durcbscbnittspuncte der «SmmtllebeD 
Gurren des ersten Bflacbels «nd r* dieser Dnrebsdinittspttnete 
f)Sr sämmtlicbe Curven des «weiten Büschels mit der Geraden 
R zusammenfallen, gleichzeitig habe eine Curve Cn des ersten 
Büscbels in o r-f # Puncte mit R gemein, und die ihr entspre- 
chende Curve Ck' des zweiten Büschels imd R eben&ll« ^9' 
mit 4i zusammenfalleode Dufcbsebnittspuncle, dann fallen nach 
*der iji Nr. 24«. und dL, gegebenen Anselnandersetzuiig r-|-r'4-« 
oder r-ir'-{-g' Durcfaschnittspuncte der Transversale )md der 

Curve Cit^n' mit 0 zusammen. Je nachdem 9^9/' ist 

Aus diesem allgeine'men Satsse folgen eine bedeutende Zahl 
weiterer SStze. Wir beschränken uns darauf, diejenigen hier 
auszasprechen, deren wir spftter benötigt sein worden. 

a. Folgerung 1. Es sei o ein Basispnnct des ersten 
Büschels, Ch' die Curve des zweiten Bflschels, die durch O i^eht, 
Cn die entsprechende Curve des ersten Büschels und R die 
Tangente der Curve Cn im Puncte o. Dann folgt aus dem Obi- 
gen (r = 1 , r' = 0, #;ss 1 , = dasz R auch Tangente von 
Ath«^ in I» ist 

Folgerung 2. Die Curven des ersten BüsebeAs geben 
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durch 0 vml baben daaelM ^iw geiMisscIiaftliclie TftngeHte, 
•e ist also unter ihnen nacb Nr. 47. riii6 Cnt f^f üie 0 ein Doppel- 
punef Ist Geht die entsprechende Curve Cm» des sweiteD 60- 
scheie ebenfaiis durch o, so schneidet nacb dem allgemeinen 
Safae feOe MM^e durch o gezogene CSerade (rsl, r'=0, 
s^l, s'=^l) die Gnrve (^Hf in awel mtt o sosammenftttenden 
Poncten, o Ist also fdr Cjt-f«' ein Doppelpunet 

e. Folgern Dg 3. Hat nater den Forigen Voraussetzungen 
Cur !■ o elaen vielfachen Ponet» so folgt fiOIr eine der beiden 
Tangenten in n voo Cm aus dem allgemeinen Satze (rzssl, 
r'^i^t ssz29 ^^1), dasz dieselbe mit €»f«' drei Puncte, die 
mit o susammenfallen, gemein hat. bat also mit Cm nicht 

nnr den Doppelpunet 0 gemein« sondern anch die beiden Tan* 
genten des Doppelpunctes. 

4t, Folgerung 4. Unter der Voraossetsiing In 6. sei Jl 
in 0 eine gemeinschaftliche Tangente der Curven des Arsten 
BQsebels und auch eine der Tangenten an' die beiden Zvreige 
von Cms dann Ist sie auch (r:=2, r'esO, r=]» 9*^1) Tan- 
geBte ebes der beiden 2iveige tou 

€• Folgerung 5. Berührt ausserdem die zweite Tangente 
▼OB CSi In 0 dort auch die entsprechende Ci^, so folgt, dasz 
diese Gerade (r^\, s^Ü, g^sst^ die Tangente des 

zweiten Zweiges der Gn-af Ist Folglich bat wenn fOr 

Cm beide Tangenten durch o in die Gerade J2 zusammenfallen, 
die als gemeinächaflticTie Tangente aller Curven des ersten 
BSschels vorausgesetzt war, und diese Im Puncto 0 anch dt 
berfihrt, in a eine Spitze, und R Ist die Rdcklkefartangente. 

/. Folgernn^ 6. Es gehen die entsprechenden Carren 
Cn and Cn' dieselbe Anzahl i-msA durch den Punct Eine 
beliebige Gerade B durch 0 gezogen hat dann (r = r'=:0, 
s = s' = i) in 0 mit C»^' i Puncto gemeia* folglich ist 0 auch 
ein ^-facber Punct von Cm^* 

♦ 

g. Folgerung 7. Geht Cn /-mal, Cn' aber ^'-mal durch 
0,^'>i, so ist der Punct 0 natürUck immer noch ein t-facber 
Punct von Cn+n'. ßetrachien wir fion eine der Tant^enten von 
. '14 bi o, so ergibt das allgemeioe Theorem (rssr'ssQ, #=st-Kl, 
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f'>l)» diese Tangente i-^X Panele mit Ca4«' in 0 gemein 
hat« daex also die Taogentea an die i Zweige von (m ftucb die 
i Zweige ▼on CSt-t-n' in o berfibren* 

Ebenso wurde man auch das in der folgenden frommer Ge- 
sagte lieweisen IcSnnen. 

52. Einflusz gemeinschaftlich er Basisp uncte. Ha- 
ben die ßasen der beiden Ciirvenbüschel einen Punct a »e- 
mein, und ist derselbe für die Ciirven des ersten Hiischels ein 
r-facher, für die des zweiten Bü^jchels ein r'-facher Punct, so 
bat jede Curve des ersten Büschels in a eine (iruppe von r 
Taiiuenten. iJie enlsprecfienden Gruppen iiir die einzelnen 
Curven dieses Büschels bilden eine Involution r-ten Grades, 
ebenso bilden natürlich die rant^enten an die Curven des zwei- 
ten Büschels in a eine Involution des r'-ten (irades. Diese 
beiden Involutionen haben nun nacl» IN«. 2-iO. r' !^enieii)sc}»art- 
liche Stralen, deren jeder, da er in a zwei entsprechende Cur- 
ven der beiden JBüseliel berührt, auch in demselben Puncte die 
Curve Cn-^n' berührt, üiese Curve hat daher r + r' Zweige, 
die saainitlicb durch a gehen, und die Tan^'enten dieser Zweige 
bilden die gemeinschaftlicheu äilralen der beiden Involutionen. 

a. Besonderer Fall. Hieraus lolgt, dasz, wenn alle 
Curven eines Büschels in a eine gemeinschaftliche 7ani,^ente 
haben, diese auch Tangente von Cn^-w ist. Sind nun alle r 
Tangenten in a für die Curven des ersten Büschels genieia- 
schaftlich, also auch Tangenton an die Curve Cu^n', so sind 
offenbar nach Nr. 48. die r* übrigen Tangenteo dieser letzteren 
Curve die r* Tangenten der Curve Ch' des zweiten Büscheln, 
welche der C urve Cn des ersten Büschels entspricht« dir weiche 
a ein (r -|- l)-facber Punct ist. 

53. Aufgabe eine Curve von bestimmter Ordnung 
xuconstruieren. Das wichtige Theorem in Nr. 60. führt gans 
natüriieh auf die Anfgalie: 

ii.s sind soviel Puncte gegeben, als nötig sind, damit durch 
sie nur eine einzige Curve der (it-ffiO~ten Ordnung gelegt 
werden luuin; man soll zwei projectivische Curvenbflschel von 
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der n-ten und /i'-fen Ordnung constniicren, welche durch die 
Durchschnittspuncte der entsprechen deo Curveo die gesuchte 
Curve erzeugen. « 

Ist diese Aufgabe gelöst, so folgt unmittelbar: 

Lehrsatz V. Jede Curte einer bettimmten Ordnung 
n-{^n* länt sich durch die DurchschniiUpuncte der ent- 
spreeAenden Curven %weier projecäpitcker OurpenöÜMcM 
der n^ten tmd n'-ien Ordnung ermtgen* 

Die Lösung der gestellten Fundamental- Aufgabe hängt 
Ton einigen Lehrsätzen ab, die Chagles und Jonquier es 
aufgestellt haben, zu deren Darlegung trir jetzt ubergehen. Da 
für die Curven der zweiten Ordnung, wie weiter unten in Nr. 59. 
gezeigt werden soll, der Satz in Nr. 50. zur Lösung hinreicht, 
so brauchen wir die nachfolgenden Sätze nur für Curven, deren 
Ordnungszahl n ■{■ n' grOszer als 2 Ist, zu beweisen. Es ist 
also für das Folgende ansonebmen ertaubt, n^n' sei nicht 
kleiner als 3. 

54. Der erste Satz von Chastes. I. I nfl. Auf einer 
(^urve der {n\ n') \pn Ordnung Cn^n' nchiiien wir Puncte an 
und betrachten sie als Basis eines Cnr\ enhiischels /j-ter Ord- 
nung. Wir setzen dabei voraus, es sei 8iiid t)mi Cn und 
C*i» zwei Curven dieses Büschels, so liegen luich Nr. 44. n.n' der 
Durcbfichnittspuncte der Curven 1 Cn auf einer Curve 
Cm» der n'-teo Ordnung, da die übrigen Durcbscbnittsponcte 

anfCn liegen. Die Carve Cm* ist nun bestimmt, wenn n^lCü'-f^), 

tXso n.n*^\n\n' -^Z) ist, vorausgesetzt*). Analog gilt 

der Satz: von den «(ii-ffiO Durhsebnittspuncten der Curvan 
und Cm liegen auf C«; die andern h,nf Regen also aof 
einer Cnrve von der n'-ten Ordnung. 

Die beiden Orte der {n-k^n'yien Ordnung, Ci + ^n' uo<l 
Cv^Cwt achneiden sich in (n-MO' Puncten. Von diesen liegen 

«•+2ii.ii' = »(2fi' + #i) 
*) Für fi=s2, ii'ssl ist nssKn'-f $), in alten «udeni Fillen 
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aui 6'»fit'> ila nun 

n{n + 2nO ^ i(« + «')(« + «' + 3) — 1 *> 

ist, 00 liegen auch nach Nr.4]. die ii'^aDdern Durchsclinittspuncte 
dei beiden Orte, das lieiszt, die n'^ Ourctischnittspuncte von 
(m* und Cn' auf Cui^ und lulden die Basi« eines Büschels von 
der fi'-ten Ordnung^ Wir haben somit auf Cn-^w zwei Systeme 
von Puncten. Das eine von Puncten bildet die Basis eines 
Büschels der n-ten Ordnung, das andere von n'* Puncten die 
Basis eines zweiten Currenbüschels der Ordnung Jede 
Cürve Ctt des ersten Bdscbel seh neidet Cn^n' in weitern n.n' 
Puneten, welche eine Curre CU' des zweiten BQschets besttm- 
men; und mngekehrt, die zweite Cvrve bestimmt die erste. Die 
beiden so bestimmten Canrenbiisehei sind daher projectiviscb, 
und die ÜDrehsehDittspunete der entsprechenden Cnrven liegen 
somit alle auf der Cunre Cfl■fn^ 

o. Der erste »Satz von Chasles. IL Fall. Wir neh- 
men jetzt zweitens an» es sei u'^n^. Jede durch die n* Panele 

von Cn^n' gelegte Curve Cn schneidet dann iliese Curve in noch 
weitern Ji.n' i^uncten, die aber in diesem Falle nicht von ein- 
ander unabhSni>ig sim], da nach ^^r, 41. und Nr. 42. jede Curve, 
welche durch 7i n'~l(n~l){n — '2) derselbeu beschrieben ist, 
auch aile auUerii enthält. Nehmen wir alt>u beliebig andere 

i«'(fi'+3) - tu.«' ^ {(«- 1)(»-2) I =K«'-»+l)(ii'-j| + 2), 

Puncte an, so liegen alle diese- 

|{«'(ii'-|-3) + (#i-l)(ii-2)| 

Puncte auf einer Curve Cn' der n'-tan Ordnung. Alle diese 
weitern Puncte werden gleichzeitig auch auf der Curve Cm^' 
liegen. 



*> l*Ariiss2, n*=sl ist 

^ «(«+*»') = iC« + n'X« + «' + 3) - 1 , 

Är n ^ 3 ist aber : 
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Dem anaN>g ergibt sich: Eine andere Curwe Cn des Bü' 
scheis n-ter Ordnnng schneidet ün-^n' auszer io den Basispon- 
cten in n.n' Puncten, und diese bestimmen aosamBieD mit den 
weiter biozagefügten 

Fuocten eine Curve Cm' der n'*teu OrdnuDg. 

Die beiden Orte der (n -f »O-tee Ordeung» Ch-^-Cm^ und 
Cm-k-Ctf» beben nun (n-fn')^ Pnecte gemein. Ven dieeen liegen 

»«+2».»' + J(J|'— » + +2) 

aui CVf^'* Diese Zahl ist aber gleich 

+ «0(« + «' + 3) - 1 + (« - , 

also 

+ + + 

vml es Regen folglici» nach Nr, die noch Übrigen 

n^— — » + !)(«'— » + 2) 

Durchschnittspuncte von Cn' und Cn' uucb alle aut Cn^n' und 
bilden daher mit ffen weiteren gegebenen Puncten die Basis 
eines CurveTil)iischel8 der n'-ten Ordnung. Wir haben also auch 
in diesem Falle auf der Cur%'e Cn\^n' zwei System von Puncten, 
welche die Basen von zw ei Curveiibüscheln bezüglich der n ten 
und n'-ten Ordnung bilden. Diese beiden Bii^cbel sind pro- 
jectivisch, da jede Curve deö einen nur eine Curve des andern 
bestinmit und umgekehrt. Auszerdem schneiden sieb die einan- 
der entsprechenden Curven beständig so, dasz die Durcbschnitts- 
puncte auf der gegeben Curve Ct^n' liegen *). 

b. Rrgebnisz aus dem Vorhergehenden. Dieser 
Satz zeigf, ^^ie inao, wenn aut einer Ciicljerieii Curve der Ord- 
nung n-\-n' die Basisputicte eines Büschels der n-ten Ordnung 
bestimmt sind, auch die Basispuncte des ihm projectiviscben 



*) Chatlft Deuz tktifrhiua ff^&amx *ur Um cmrbu et iea «wr/'aiwi 
jfiMtriqu«9 de Anw Ib» onfrw. (GmnptM leiidiii, 18. d^eeaibre 1897). 
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Büschels der Ordnung n festlej^en kann, so dasa durch die 
Durchschnittspuncte der entsprechenden Curven beider Büschel 
die gegebene Curve erzeugt wird. 

Es bleibt uns noch iibris» «i unteraucbeD* in welcher Weise 
auf einer gegebenen Cur?e der (n-f-iiO'teD. Ordnung die 
Bnsispancte des Bflscheis von der n-ten Ordnung bestimmt 
werden kOnnen. 

65. Der zweite ^iatz von Chasles. Wir bemerken 
jsuerst« dasz aus dem Satze von Cayley io Nr. 44. folgt: 

jUehrsats VI. Enthäit eine Cwrte (n-l-n^-ter Ordnwyf - 

— i(n— n' — - 2) 

DureheeMnitittpunete wweler (havem Oer wten ÜrOmmg, 
90 enthätt sie anteh die üMgeu, 

oder auch: 

LebrsaU VII. Id^e» 190h den Baeiefimi'^ eimee 
mM^ie n-ter Ordmmff 

«» - i(n - 2) 

auf einer Curve der (n + nO-/€n Ordnung, eo Heyen oHe 

diese Puncte auf dieser Curve* 

Dieser Sats set&t offenbar voraus« es sei 

n>»' + 2. 

Es sei daher jejtzt 9i>»'+2. Sollen wir nun auf einer gege- 
benen Curve der (n f n^-ten Ordnung die Baeispuncte eines 
Bfiscfaels der n-ten Ordnung bestimmen« so Ist es hinreichend, 
dasx von diesen Puncten 

auf dieser Curve bestimmt werden , damit sie alle auf ihr ge» 
legen sind. Es musz also auch eben so vielen Bedingungen 

genügt werden. 

Abstrahieren wir (Üir den Augenblick von der gegebenen 
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Carve. Die Basispuoete sind ga»x im Allgemeineii durch 
in(f»-f 3)--] von ihnen beetimrot» und da dur sur Bestimmung 
eines Punctes zwei Bedingungen nOtig siod, so brauchen wir 
Sur Festlegung aller Pancte der Basis des Büschels n{n\Z)—*i 
Bedingungen. Sollen die Basispuncte aber auf der gegebenen 
Curve liegen, so haben sie nur 

Bedingungen zu genügeu, wir behalten daher 

n{n f 3)— 2— ft*-M(fi -Mf — ])(ii— n* - 2) 

= iK» + 3{w + n') —2 1 

.Bedingungen flbrig« und soviele Elemente können wir also nach 
Belieben verteilen. Da nun ein Puncto der auf einer Curve lie- 
gen rouBS, durch nur noch eine weitere Bedingung gegeben ist, so 
kSnnen wir auf der gegebenen Curve — iiO*+3(fi-f-i}')— 2 
Pnncte beliebig annehmen, um die Basis des Bdsebels n-ter 
OrdnuDg zu bestimmen. 

In dem andern Falle, wenn it^n'4-2 ist, maszen, damit 

die Basispiincte auf der Curve liegen^ liedini^ungen er- 
füllt sein, ächiieszen ivir nun weiter wie Oben, so erhalten wir 

fi(ii -I- 3)--2— =: an— 2 

freie Bedingungen, und en gilt also der Satz: 

Leb r sat a VIII. Saü man auf einer Curve der (ni- »')- 
ten Qrdnunff n* Puncte eo heeHmmen, doM eie die BasU- 
punefe eines CurtenbUsehelB der n-ten Ordmang sind, so 
Mann man von ihnen it(si— ii0*-|-3(ii-i-i»')— 2}, oder 3ii— 2 
Paaeie beOeMg auf derselben verteUen, Jenaekdem ii>iiH2 

oder «^»' + 2 I*/*). 

Aus den beiden in Nr. 54. und in dieser Nummer bewiese- 
nen Sätzen folgt nun, dasz jede Curve der m-ien Ordnung auf 
eine unbegrenzte Zahl verschiedener Arten durch zwei projecti* 



*) Chash«, Determination du nombre de pointBt qu'on peu prendre €tc* 
(Comptes reudus, 21. Septembre 1857). 
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visebe Gomnblischel erteugt werden kann» deren OrdnnDgen 
n nnd n' zur Samme »-1-«' = ^ geben. 

56. Der erste Satz von Jonquieres. Wir haben so 
die Zahl der Punete gefunden, die wir auf einer gegebenen Curve 
»i-ter Ordnung beliebis: annehmen kunneit, um auf ihr die Basis 
eines CurvenbCischels iier n-ten Ordnung, n<s,m, zu construieren, 
und müszen jetzt auch die Zahl der Punete bestimmen, welcbe 
nicht willkürlich angenommen, sondern die sämmtlich indiTi" 
dualisiert sein müszen, um die Basispinn te der beiden erzeu- 
genden Büschel vollstaiidiL,' testzule^» n. INun können, wenn m 
in zwei Teile n und n' zerlegt wird, dh'se entweder gleich oder 
ungleich sein. Zuerst nehmen wir au, sie seien ungleich, uud n 
die grüszere Zahl. 

Ist n>f^i-% 00 ist die Zabl der willku'rlicben Puticte gleich 
|t(«*f 4lO*-|-3(i»-4'>tO*^3U Basen der beiden Büschel sind 
aber besfiglleli darch |«(«+3) — 1 nnd 4»'(«+3) — 1 Punete 
bestlmnit es ist folglicb die Zahl der noeh an bestimmenden 
gleieb 

iln(« + 3) + »'(«' + 3))~2-|{(ii-«')*+3(« + »')-2} 

= ».»' — 1. 

Ist n = n' 4- 2 oder n = «'+ 1 , so ist die Aniabt der will* 
kürlichen Punete gleich 3«i-*2» es bleiben also noeh sn be- 

stimmeo : 

i t «(« + 3) + »'(«' + 3) J 2 + (3» - 2) = « . »' — 1 . 

Ist n = n\ so ist die Zahl der willkürlieben Ponel^ mä 
die Basis des ersten Büschels zu bilden, gleleh 3«— 2. Ut 
aber diese bestimnit, so kann man noch elften weitem Punet 
willkürlich annehmen, um die Basis des zweiten BOsdiels m 
bestimmen. Denn die in Nr. 54. gefundene Zahl der weitem 
willkürlichen Punete — /i + 1) («'—« + 2) wird für 
genau gleich 1. Die Zahl der nObh an bestimmenden Pnnettt 
ist daher: 

it«(«+3)+«'(«' + 3) )— 2 -3(11— 2)- 1 = n.n' ~ 1. 

Zu demselben Resultate gelangt man aneb, wenn man von 
derjenigen der beiden Zahlen n und ausgeht, die die kleinem 
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ist. Es sei also jetzt s. B. fi<n', so kOnnen^ um die Basis 
des BOscIids der Ordnung n zu bestimmen, 3» —2 Puncte trill* 
kfiriicb angenommen werden. Ist diese Basis bestimmt, so 
kann man noch n+ — «+ *2) beliebige Puncte för 

die Basis des zweiten BOsehels annehmen. Es bleiben also 
in Gänsen fiftr beide Basen noch 

1 1 «(» + 3) + n\n* + 3) j - 2 - (3/i - 2) - - » i- l)(a' - « + 2) 

= «.»' — 1 

Pancte so bestimmen flbrig. 

Auj5 Alle dem folgt der 5at2: 

Lehrsats IX. Von den Bastspuneten meter Bü$chel 
ro» Cunen der n-ien und W^tem OrdmMff, ^eh welche 
eibie Carte der {n^ n')'$en Ordnung er%eufft werden sali, 
eind immer «.«'— 1, welche nicht willkSr lieh gewählt wer- 
den können, eondem durch dieMlemenie, welche die Curve 
individuoHeieren, öeeUmmi werden mUettem* 

57. Der zweite Satz von Jonquieres. Es seien 

l(ii + n')(«+«'+3) 

Pnncte gegeben, durch die man eine Curvo der (w+n')"ten 
Ordnung beschreiben soll. Zu diesem Zweck müszeo wir zwei 
projectivische Curvenbüschel von der n-ten und n'-ten Ordnung 
bestimmen, welche in den Durchschnitlspunctcn der correspon- 
dierenden Curven die gesuchte Curve der (i» -f n')-ten Ordnung 
erzeugen. 

¥•0 den itn(ii + 3) -f n'(ii' + 3)}— 2 Pnaeten, welche die 
Basen der beiden Bfischel völlig bestimmen, sind nur n,n* — l 
Puocte, die nicht beliebig sind. Von den gegebenen Pnncten 
kennen also zu Basispuncten 4i«(»+3)+n'(i4'+3)l— 2— 1) 
genommen werden, und 2i».n'-f l dieser Puncte fallen dann 
nicht mit den Basispuncten zusammen. Damit die gesuchte 
Curve auch durch sie biudurchgeht, müszen die Curven des 
ersten Bäscheis , welche durch diese 2n.n'-{-l Pnncte gelegt 
werden kennen, den Curven des zweiten Büschels, welche dnrch 
dieselben Puncte gelegt werden können, projectiviscb ent> 
sprechen. Da nun, uro die Projectivität zweier Gebilde herzu- 

6» 
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stellen, nach Belieben drei Elenientepaare als entsprechende 
angenommen werden dOrfen, die dann für jedes beliebij^e vierte 
Element des einen Gebildes mittelst der dljeichhcit der Doppel* 
verhäitnisze nacli Nr. 8. das entsprechende Element des zweiten 
Gebildes bestimmen, ergeben sich aus der Projectiv iiät dieser 
'■2/i.n' — l sich entsprechender Curvenpaare . w' + 1) — 3 
= 1) Bedingungen, das heiszt die Zahl, n eiche genau 

hinreicht, um die n.n'—l unbelcannten Puncte zu hestimmen 

58. Verschiedene Lüsuug der Anfi^abe. f>.is iti 
Nr. 53. aufgestellte l^roblem läszt verschiedeDc Lösungen zu, 
nicht allei?! in Bezut? auf die mehrfache Teilun«? der Ordniin"«- 
zahl der turve in zwei andere Zahlen n und n\ sondern auch 
in Bezug auf die verschiedenen Arten, auf \vel< !ie man die uill- 
Iciirlichen Puncte auf den Basen der erzeugenden Curvenluischel 
verteilt^ und damit natürlich auch die nicht wUll^ürltcben Puiicte. 

Aus dem i» Nr. 56. Ausgesprochetieo folgt nun noch: 

Lehrsatz X. Vofi den Basispunefen zweier Curven," 
öüseAei der n-ten und n'^ten Ordnung, weleke eine Curve 

s 

der (n \- n')-ten Ordnung erzeugen sollen, n ^ n', können 

aiie tüillkürlichen Ihm/ete der Basis des CurvenbüecheU 
von Mkerer Ordnung zugeteilt werden, ist aber n — n*, 
so können alle wiiiMiiriicäeft Puncte weniger einem als 
einer der beiden Basen angehSrig beiraehtei werden**)» 

§. 11. 

Cbnstmctlon der CtoFen awelter Owäsnmtf» 

5'.i. Construction mittelst zweier projecti vischer 
Sil alenbüschel. Setzt man in dem 6atze der Nr. 50. n^n' 
= 1, so entsteht: 

Lehrsat 2 I. Der Ort der JhireAeeMtiefiuneie meier 
entsprechender Skalen taeeier praifeetiviseher StrtOenbüi 



*) Jonquieres , Essai sur la gi'ni^ration des courhes etc. p. 13-~14. 
Charles, Determination du nombre de pomts etc» w. O. 
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schel ndt den Centren o und o% Ut eine Cune der awei" 
ten Ordnung, die durch o und ffeAt, 

Umgekehrt entsteht : 

L e h a tz IL Sind 0 und o* mwei beUebige feete Punete 
einer Curve tufieiier Ordnung, m ein bewegHeher Punet 
derselben Cürve, so ertteugen bei der Bewegung desseiben 
die Straien am und o'm saeei projectiviseke S^alenb&eehel, 

Liegt m uoendlich nahe bei 0, so wird der Stral om zur 
Tangente der Curve in o, es ist also die Tangente In o der 
8tral des ersten Stralenbüschels, der dem Strale 00* des swei- 
ten Straleiibüschela entspricht. 

Aus (Jeiii Vorhergehenden lolgt uumittclbar die Construction 
der Curve zweiter Ordnung, von (]er i'üni' Punete a, b, C, o, 0* 
gegeben sind. Wir nehmen 0 und 0' als Mittelpuncte zweier 
projectivischer Stralenbüaichel und die Stralenpaare [oa, o'a], 
[objO'b^y [OC, O'c] als einander entsprechende an. Jeder andere 
Punct der Curve ist nach iNr. 3. der Durclisi hnittspunct zweier 
entsprechender Straien der beiden Stralent)ü.schel. Diese (Jon- 
struction fällt mit derjenigen zusanunen, welche ans dem Satze 
von Pascal (Nr. 45 c.) flieszt. Sie bleibt auch in dem Falle 
dieselbe, dasz zwei Punete von den gegebeneo einander auf 
einer gegebenen Geraden unejjdlicb nahe liegen, das heiszt, in 
dein Falle, wo die gesuchte Curve durch vier Punete gehen soll 
und in einem derselben eine gegebene Gerade berühren, u. s. vv. 

Entsprieht in den beiden projectivisehen Stralenbflschelo, 
deren Centren o und o* sind, der Stral oo* sich selbst, so ist 
jeder Punct desselben zwei entsprechenden aureinanderfallen* 
den Straien gemeinter bildet also selbst einen Teil des Ortes 
zweiter Ordnung, der durch , die beiden Stralenbfiscbel erzeugt 
wird. Dieser Ort besteht also nach Nr. 60 b. aus dem Stral 00* 
und einer anderen (Seraden, welche alle andern Durchschnitts- 
punete der entsprechend en Straten enthalten wird. 

60. Construction mittelst zweier projectivischer 
Punctreihen. Kine weitere AuTi^abe ist die folgende: Es 
sind zwei projecti\ ischo Punctreihen Ä und gegeben; von 
uelcher Classe ist die Einhüllende der Geraden, welche .zwei 
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entsprechende Puncte derselben verbindet? Wir betrachten 
die beiden Stralenböschel, welche entstehen, wenn wir einen 
beliebigen Punct o mit allen entsprechenden Puncten von Ä und 
A* verbinden. Die beiden Stralenbüschei sind den Punctreiben 
projectivisch« also auch unter sich selbst projectivisch. Jede 
Gerade nun, welche zwei entsprechende Puncte der Punctreiben 
A und A' verbindet und durch 0 geht, ist ein beiden Straten- 
huscheln gemeinschaßlicher Stral, das heiszt ein Stral, der 
mit seinem entsprechenden zusammenföilt. Nun haben aber 
nach JNr. 10. zwei concentrische projectivische Stralenbüschei 
zwei gemeinschaftliche Stralen, es gehen daher durch o zwei 
Gerade, dereo jede Tangente der Einhüllenden ist, dereo Classe 
wir bestimmen sollen. Folglich ist diese Einhüllende von der 
zweiten Classe. Den gemeinschaftlichen Punct der Geraden 
A und A* nennen wir p oder q', jenachdera er als der ersten oder 
zweiten Pnnctreihe angehurig betrachtet wird; p' und q seien 
die beiden den Puncten p und ^ entsprechenden Puncte. Die 
Geraden pp't das heiszt A, und das heiszt A', werden Tan- 
genten der Curve zweiter Classe sein, folglich berührt diese 
die gegebenen Geraden. 

Umgekehrt werden zwei feste Tangenten A and A* einer 
Carve zweiter Classe ven einer bewegliclieD Tangente Jf dieser 
CnrFe In zwei pic^jectlvischen Punctreiben geschnitten. Ein 
beliebiges Punctpaar derselben sei bezOglich darch a und af 
bezeichnet* Will M eben mit A zasammeofallen, so ist a der 
Punct, in welchem A die Curve berfibrt: A berfibrt also die Cnrve 
in dem Pnncte q, welcher dem Puncte q* von A* entspricht, in 
dem sich die beiden Geraden A und A' schneiden. 

Aus dem Vorhergehenden ist die Construction der Curven 
' zweiter Classe f die fünf gegebene Gerade berühren soll, mit* 
telst ihrer Tangenten augenblicklich klar. Zwei dieser Geraden 
werden von den drei andern in je drei Punctpaaren geschnit- 
ten, die als einander entsprechende betrachtet, zwei projecti- 
viscbe Punctreiben erzeugen. Jede andere Tangente der ge- 
suchten Curve ist durch zwei entsprechende Puncte dieser 
Punctreiben bestimmt. 

Entspricht In den beiden geraden projecti vischen Punet* 
reiben ii^nnd A* der Durcbschnittspunct der beiden Geraden 
sicli selbst, so verbindet jede durch Ihn gezogene Gerade zwei 
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eotsprecheiide, und zwar zusammentalleode Puncto. Dieser 
Puoct ist daher selbst ein Teil der Einhüllenden zweiter Classe, 
die durch beide Punctreihen erzeugt wird. Diese selbst wird 
daher aus dem gegebenen Durchschnittspunct und einem zwei- 
ten Puncte zusammengesetzt, in welchem sich dann nach I\r. 3. 
alle Geraden, welche zwei entsprecbeude Puncte der Punct- 
reihe verbiodeo, schoeiden müszen. 

61. Curven zweiter Ordnung und zweiter Classe 
sind identisch. Durch einen Punct einer Curve zweiter Classe 
kann nach Nr. 30. keine Gerade gelegt werden, welche die 
Curve noch in einem andern Puncte berührt. Eine Gerade, 
welche also eine Curve zweiter Classe berührt, kann sie in 
keinem weiteren Puncte treffen, folglich ist eine Curve zweiter 
Claase auch eine Curve zweiter Ordnung. 

Ebenso beweist man* dass eine Curve der aweiten Ordnong 
auch von der zweiten Classe ist CurveD zweiter Ordnung und 
zweiter Classe sind also identlseh, aber nur so lange wir ein' 
fache Curven betrachten. Denn ein System von zwei Geraden 
ist wol eine Curve der zweiten Ordnung, aber nicht der zwei- 
ten Classe, und ebenso ist das System zweier Puncte wol eine 
Einhfitlende zweiter Classe, aber keine Curve zweiter Ordnung. 

Die Curven zweiter Ordnung und zweiter Classe bezeichnet 
man gewohnlich mit dem Namen der KegelschmUte* 

62. Aufgaben. Aus dem Satze in Nr. 60. folgt noch« 
dasz, wenn a, ö, ä vier gegebene Punete eines Kegelschnit- 
tes sind« and m ein veränderlicher Puoct derselben Curve, das 
DoppelverhSItnisz der vier Stralen m(a, ö, e, 4) constant ist» 
das beiszt gleich dem der vier Geraden a(jtt, b, e, d), worin au 
die Gerade bezeichnet, welche den Kegelschnitt in a berührt. 

Umgetcehrt ist der Ort eines Punctes für welchen das 
Doppelverhäitoisz der Geraden m(a, b, c, d) constant = A ist, 
unter «, b, C, d gegebene Puncte verstanden, ein Kogelsebnitt 
der durch a, b, C, d geht. Die Construction desselben ist sehr 
einfach. Ist aa eine Gerade die durch a geht, und das Dop- 
pelverh&ltntsz der Stralen a(a, b» c, d) dem gegebenen Werte X 
gleich gemacht» ao ist der Kegelschnitt dadurch gegeben, dasz 
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er darch a, b, e, ä geheD muaz und in a die Gerade am be- 
rühren. 

Der geometrische Ort, den wir eben betrachteten, führt anf 
die Löeang des folgenden Problems: 

Es sind fünf Gerade o'(a', b\ c', d' e') gegeben, die sich in 
einem Puncto o' schneiden und auszerdem fünf andere Puncte 
a, öf c, d, e; man soll einen Punct O bestimmen, dasz da^ 8tra- 
lenbfisehel o(a, c, d, e) dem Stralenbüschel o\a\ b', c', ä , e') 
projectiviscb sei. 

Wir denken uns den Kegelschnitt bcsciirieben, der der 
Ort eines Punetes m ist, für welchen die Doppel verh&ltnieze 
der beiden Stralenbusclicl ?n{a, b, c, d) und 0'{a^, b*» d') ein- 
ander gleich werden. Ebenso beschreiben wir den Kegelschnitt, 
welcher der Ort eines Punetes /i ist, fUr welchen die Doppelver* 
hältnisze der beiden Stralenbüscbel ii(a, ö, c, e) und o'{a', b'y c\ e') 
einander gleich werden. Der erste Kegelschnitt geht durch die 
Poncte a, ö, c, d, der zweite ebenso durch die Puncte a, 
tf, e, beide sind also vollständig bestimmt. 

Da nun der gesuchte Punct sowol die Eigenschaft des Pune- 
tes m, als die des Puncfcs n haben soll, so niusz er offenbar 
auf beiden Kegelschnitten liegen. Diese haben aher drei ge- 
meinschaftliche Puncte ö, bf C, folglich ist ihr vierter Durch- 
sclinitts|)unct der gesuchte. Derselbe läszt sirfi, n\v nach- 
her zeigen werden, ohne die beiden Kegelschnitte wirklich zu 
verzeichnen, construieren. 

63. Curvenbffischel aweiter Ordnung. Die Kegelschnitte, 
welche durch dieselben vier Puncte gehen, bilden ein Curven- 
bflschel aweiter Ordnung. Die vier Puncte seien b, €9 O* 
Unter den Kegelschnitten des Büschels sind immer drei, welche 
aus dem System zweier Geraden bestehen. Es sind dies die 
drei Paare Gegenseiten [be, ao], [ca, bo], [ab, eo] des vollstän- 
digen Vierecks, dem die Kegelschnitte sSmmtlich umgeschrie- 
ben sind. 

Legt man durch einen der Schelte! des Vierecks, z. B. a, 
eiiia beliebige Transversale A, so schneidet diese jeden Kegcl- 
schDitt de^ Bü^cbeU iu einem zweiten Puncte und umgekehrt, 
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jeder Punct der Transversale bestimmt einen Kegelschnitt des 
Buscheis, der eben durch diaaen Ponct und die vier gegebenen 
a, öy c, 0 gehen rousi. Das Carveobuschel und die Punct* 
reihe in der dasselbe von der Transversale Ä geschnitten wird, 
sind demnach zwei projectivische geometrische Gebilde. Mit 
andern Worten, das DoppelverhSItnisz von vier Puncten, in 
denen vier gegebene Kegelschnitte des Buscheis eine beliebige 
durch einen Basispunct gelegte Transversale schneiden, ist 
eonstant für jede Richtung der Trnnsversale und für jeden Ba- 
sispanct. Nach Nr. 46. haben wir wirklich die Relation, dasz 
dies Doppelveihältnisz gleich dem von vier Kegelscbnttteo des 
Baschels ist. 

Es folgt >veiter, dasas zwei Transversalen A und B, die 
durch zwei beliebige Basispuncte a und ö geben, Kf'g»»!- 
schnitte des Büschels in zwei projectivischen Piiiictreiiien schnei- 
den, wenn man nur ein jenigen Pnncte m und ?n* als entspre- 
chende annimmt, in denen ein und derselbe Kegelschnitt von den 
beiden Tr<ansversalen treschnittcn wird. Nun ist au2:enh!irk!icb 
klar, fiasz der Durchschnittspunct der Ijeiden Transversalen 
sich seihst zugeordnet ist, da der durr!i üin L;rleufe Kegelschnitt 
des nüschels in ihm heiilc TransversaU n s( Iiiieidet. Folglich 
geht nach Nr. 3. und Nr. 00. jetie Gcratio ww', welche zwei 
entsprecfi«Mi(le Puncte der lieiden Punctreihen verbindet, durch 
einen festen Punct j. Jede Gerade, die durch J geht, schneidet 
die Transversalen A und B in zwei Puncten, die auf demselben 
Kegelschnitt des Büschels liegen , folglich gebt die Gerade 
CO, die zusammen mit aö einen Kegelschnitt des Büschels aus- 
macht, durch /; die Puncte, in denen A und öc, so wie B und 
ao sich schneiden, liegen mit J in gerader Linie, und ebenso 
sind die Puncte. in denen A und ÖO, sowie B und ac sich 
schneiden^ mit J m gerader Linie. 

64. Aufgaben. Angenommen» es seien fönf Puncte a, Ö, 
c, ä, e auf einem Kegelschnite gegeben und die Puncte a, Ö, 
Cf f sollen auf einem zweiten Kegelschnitte liegen^ so hfiben 
diese beiden Kegelschnitte offenbar drei Puncte a, ö, e ge- 
raeinscbaftlicb , die von vom herein gegeben sind. Man soll 
den vierten Durcbschnittspunct construieren , ohne die Kegel- 
schnitte selbst SU beschreiben. 
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Man ziehe die Geraden ad und öe'. Sie mösren hezüglicb 
A und B heiszen. Die Geradeil triflFt den zweiten Keü;e!schnUt 
in einem Puncte der mittelst des Satzes von Pascal sich 
ohne Construetion dieser Curve bestimmen iSszt, Ebenso trifft 
B den ersten Kegelschnitt in einem Puncte d'\ der sich auf die- 
selbe Weise construieren iäszt. Die Geraden äd' und ee* schnei- 
den sich in j. Ist m der «lemeirischaftürhe Punct von A und 
öc, m' der gemetnsehattliche Punct von B und Jm, so ist der 
Durchschnittspunct o von am' und Je der gesuchte. Mit Be- 
zugnahme auf das, was in der vorigen Nummer auseinander 
gesetzt ist« wird man augeoblickUcb die Richtigkeit der Con- 
struetion eiaseheo *), 

§. 12. 

C^nitracttoB der Curreii dritter Ordnmip dareli Brau 

gegehene Punete« 

65. CoostracHon mittelst eines Straten- und ei- 
nes Kegelschnittbiischels. Der ailgemeine Sats in I9r. SO. 
iieisxt filr «ss2 und n'sl: 

Lehrsatz I. Der Orf der Durchsch iiUtspuncif' der Stra- 
len eines Stralenbüschels mit den entsprechenden Kegel- 
schnitten eines ihm projectivischen Curvenbüscfieis zweiter 
Ordnung, ist eine Curve der dritten Ordnung, welche 
durch die vier (lemeinschaßlichen Puncte der Kegelschnitte 
und durch den Mitlelpunct des Slralenhüschels gehU 

Ist a das Centram des Straienbfisehels» so Ist die Tangente 
der Carve dritter Ordnung im Puncte o der entsprechende Stral 
flir den Kegelschnitt des Büschels, der durch 0 geht 

Ist a einer der Basidpuncte des Kegelschnittbuschels, so 
ist die Tangente der Curve dritter Ordnung in a die Gerade, 
welche in diesem Puncte nach ISr. 51 a. denjenigen Kegelschnitt 
ber(ihrt« welcher dem Stral Qa entspricht. 



*) Man sehe SchrMtty JEMkmatit geometriei superßdm neimdi 
wdini» per data ptauaa contiruendam tpetteanUi tf^Ma miva, VrntislaTiae. 
1862. p. 18. 
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Die inverseo SäUe des vorhergehenden folgern eich aue 

Lehreats II. Lefft man durch vier feste Puncte einer 
(harve ärioer Crdmm^ eine» Kegelsehndtt, so schneidet 
dieser die gegebene Curve in meei Funeten m und m*. 
Die Gerade wm* geht durch einen ßnfien festen Punet o 
des Kegelschnittes^ Pas KegeisehnittöHschel durch die 
vier Puncte a, ö, c, d und das StralefMsehel durch o 
sind proJecOvisch. Der Punet o heis%t der Oegenpunct 
(punto opposto) der Puncte a, b, e, d, 

Lehrsatz III. Sind in einer Curve dritter Ordnung 
drei Puncte a, b, c gegeben und legt man durch einen 
vierten festen Punet in derselben Curve eine Gerade, die 
die gegebene Curve in den Puneten m und m' schneidet, 
so geht der Kegelschnitt, den man durch a, b, c, m, 
besehreiben hann^ durch einen fünften festen Punet d der 
geriehenen Curve, Die Kegelschnitte durch a, b, c, d utid 
die Geraden durch o entsprechen sich projectivisch. 

66. Die Methode von Cbaeles zur Constraetion 
derselben* Wir stellen jetet die Aufgabe, durch neun gege«* 
bene Puncte a, e, d, e, f» g, h,J eine Curve der dritten 
Ordnung su beschreiben» und zwar mittelst zweier projectivl- 
scber Bflschel« das eine von Kegelschnitten» das andere ein 
Stralenhflschel. Um die Basen der beiden Bflschel festzulegen, 
sind filnf Puncte nötig» aber einer derselben ist nach Nr. 57* 
nicht willkürlich. Die vier fihrlgen Puncto kann man beliebig 
unter den gegebenen neun Puneten auswählen. 

Jeriachdem der nicht willkifrliehe Punet dem Stralenbüschel 
oder dem Kegelschnittbuschel zugeteilt wird, ergeben sieh zwei 
verschiedene Arten der Construction der Curven dritter Ord- 
nung, entsprechend den beiden obigen Sätzen II. und III. in 
Nr. 65. Wir geben hier nur die erste Art der Construction» wie 
sie C hast es gezeigt hat*). 



*) Construeiion de la oourte du a^e ordre däarmtaA par neu/ poinU 
(Con^tes rendns, 80. Mal 1853). 

In Betreff der swdten Art d«r Oonstmeti«»! der Curven diittar und 
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Wtr construieren die fiSnf Kegelsirhnitte, die durch a, ö, c, 
d und besuglicb durch e, f, g, A, j gebeo. Das System dieser 
ffinf Kegelschnitte inftge durch das Symbol 

dargestellt iverden. Es handelt sich jetzt diu- darum, einen 
Punct 0 zu bestimmen^ so dasz das System von iünf Geraden 

dem System der fiiid Ke^elsehiiitte projccti\ isch sei. Da mm 
dieses System nach Nr. 4(>. dem System der Taiigeiilcn dci 
keL^^lsehnittc im Puncte a projectivisch ist, so tällt diese Aul- 
cahe mit der in iSr. 02. und Nr. 64. gelüsten zusammen. Be- 
stimmt man den Gegenpunct 0 von a, b, c, d, so sind die er- 
zeugenden Büschel bestimmt, und damit die Aufgabe gelöst. 

67. Verschiedene Sätze liber Carven dritter Ord- * 
nung. Betrachten wir jetzt zwei Curven dritter Ordnung, die 
durch je neun Puncte gehen, von denen aber vier a, Ö, e, d 
dieselben sind. Die beiden gegebenen Curven schneiden sich 
In weltern ffinf Puncten, durch die ein Kegelschnitt bestimmt 
wird« Dieser läszt sich construieren, ohne die fünf Puncte zu 
kennen, das heiszt, ohne die Curven dritter Ordnung wirklich 
• zu verzeichnen. 

Jeder dem Viereck aöcd umgeschriebene Kegelschnitt 
schneidet nämlich die erste Cnrve dritter Ordnung in zvvei 
Puncten f/i und n und die andere Curve dritter Ordnung in 
zwei andern l*i))icten m' und Die (Heraden ?fin und w'n' 

schneiden die Ijeiden Curven dritter Ordnung in zwei neuen 
festen Puncten 0 und 0', den Gegeripu rieten von a, ö, C, d in 
Bezug auf ]vj\v der beiden Curven. Ninjuit man imn»er andere 
Kegelschüitf 0 , so erzeugen die liieraderj o?nn und o'm'n' zwei 
zu dem Büschel Kegelschnitte projectiviscbe Straleubüschel, die 



überbanpt einer höheren Ordnang, sehe man die ausgexeichneten Abhoud' 
langen : 

«Toa^ttiirc«, «ur üet g€n&alhn des e(nirbe» gfym€b'iqite* etc. and 

ffärtenberff^Tt Udter (Im Erui^iung geometrit^er CWrvea (^CrelU'Bor- 
chardV» Journal. T. 58. Berlin, Beimer. 1860. 8. B4.) 
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folglich auch unter sich projectivisch sind. Die entsprechenden 
Strafen derselben erzeugen nun als Ort einen Kegelschnitt, der 
durch o und o', so viie durch die fünf unbekannten Durchschnitts- 
puncte der beiden Carven dritter Ordnung gebt. Er ist also 
der gesuchte. ^ 

a, SatzvonPlOcker. Vou diesem Kegelschnitte ken« 
nen wir schon zwei Puncto O und 0'; drei andere Puncte kann 
man aus den drei Paaren Gegenseiten des Vierecks itöed, als 
«pecielle Kegelschnitte des Büschels aufgefasst, herleiten. Sind 
nämlich m und n die Puncte, in denen die erste der Curren 
der dritten Ordnung durph die Geraden Öc und ad getroffen 
wird; m' und »' dieselben Puncte fär die zweite Gurve dritter 
Ordnung, so sind die Geraden mn und m'n' zwei entsprechende 
Stralen der beiden projectivischen StralenbQsehel mit den Mit* 
telpuncten o und a*; folglich liegt ihr Durchschnittspunct auf 

. dem gesuchten Kegelschnitte. Dasselbe iSszt sich von den 
andern Paaren Gegenseiten [ca, öd] und [4iö, eil] zeigen. 

Hieraus ioigt: 

Lehrsatz IV. Von nem gemeimehafUiehen Pmcten 
UMier Curtm MUer Ordnung bestimmen ßnf beliebige 
einen Kegelschnitt, der durch den Gegenpunct der andern 
vier in Bezug auf Jede der gegebenen Curven geht*), 

b. Satz von Mart Es seien b, c> d; a\ b'^ c*, d* 
acht gemeinschaftliche Puncte zweier Curven dritter Ordnung 
und 0 und & die Gegen puncte der beiden Systeme a, by c, d 
und ef, b*, iT In Bezug auf die erste der gegebenen Curven. 
Die Gerade oa' schneidet diese Gurre In einem dritten Puncte 
Aus der Definition des Gegenpuneies folgt, dasz die durch die 
Puncte a, b, c, d, o' und a', df, o gelegten Kegelschnitte 
beide durch 9 gehen mfiszen, und es ist daher x der neunte 
gemeinschaftliche Punct der beiden Curiren dritter Ordnung**). 



*) PZöcfter, Thwri» der cigdtraudm Omn, & 56. 
**) J7arf, CoMtrwüon hjf tft« rühr ahm io d«t»rmiM the mnih poini of 
tNf«rMe«Mm ^ tmo entvt» cf cfte UM degre«, (Ctunbridgo and Dublin Ma- 
thematical Journal, toI. 6, Cambridge 1851, p. 181.) 
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c. Satz von Poncelet. Sind a, ft, c, d vier Pnncte 
einer Curve dritter Ordnung, so itst ihr Gegenpunct o folgender- 
niaszen construierbar. Es seien ;/i und n die Puncte, in denen 
die Curve von den Geraden ad und cd geschnitteo wird, so 
schneidet mn die jCurve in o. Fallen nun die Pnncte a, ö, c, d 
in einen a zusammen, so fallen auch m und n in den Punct 
m zusammen, in welchem die Berührende in a die Cur?e schnei- 
det; o wird also der UurchöchuiUspunct der Curve mit der 
Tangente in m. Nennen wir nach INr, 30^. m den Tangential- 
punct von a, so ist o der Tangentialpunct von «i, also der 
%tP€iie Tangeniialpunct vou a, und wir haben den Satz: 

Lehrsatz T. B4U eine Curve drMer Ordnung mU ei» 
nem Keg^eknUt eine HerpuneHffe Betährung, eo geht 
die Gerade^ welche die beiden übrigen IhirebeeJMitepimeie 
beider Cwrven verbtndeif durch den uweUen Tangenifal' 
punct de» Berührungepuncte». 

Bierau« folgt unmittelbar: 

Lehrsatz VL BtU ein Kegeleehniit eine ßnflnmet^ 
Berührung mit einer Curee der driUen Ordnung, eo eehnei- 
det er dieeelbe eeiif der Verbindungegeraden dee BerÜh' 
mngepiunetee mit deenen mtettem Tangentiaipunete% 

d* Satz von Salmon. Aos deo Sitzen In b* imd e. folgt, 
dasz« wenn zwei Curven dritter Ordnung zwei yierponctige 
Berührungen in a nnd eingeben« der nennte Durchselmitts* 
pnnet w mit den zweiten Tangentiaipuncten 0 und & der Be- 
rflhfungspuncte n und in gerader Linie liegt Fallen a und 
znsnmnien, so fHllt auch n und & znsaramen und w ist sein 
Tangentiaipnnct» das heiszt der dritte TmgenUtd^punet von a. 
Das gibt: 

Lehrsatz VIL Alle Cureen dritter Ordnung, die in dem^ 
eeiben Jimete eine achtpunctige Berührung mit einer ge- 
gebenen Curve dritter Ordnung eingehen, gehen durch 
den dritten Tangentiaipunct dee BerOhrungepunetee**)*- 



**) Salmon^ Oti etuvet ofiSus Ihirdmthr* <FfalloBopliie&l Tnuuaetioni 
of tbe Boyal Sodet^, vol. 148, jwrt. 8. London I8f 9. 69»). 
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e. Einige \veitere Sätze. Wendet man den Sats in 
Nr. 456. auf eine Curve dritter Ordnung an» so entsteht: 

Lehrsatz VIII. Wird eine Curve dritter Ordnung von 
einer (Jurve n-ter Ordnung in 3» Puncten geschnitten, ] 
so Hegen die Tangentialpuncte dieser Ptmcte alle in einer /. 
andern Curve der ävikion Ordnung. / 

Hieraus folgt vnmittelbar nach Nr. 44. : 

Lehrsatz IX. Die Kegelschnitte, welche in den Durch- 
schnittspuncten einer Curve n-ter Ordnung mit einer sol- 
chen dritter Ordnvnij, mit letzterer eine funfpunetige Be- 
rührung eingehen, schneiden dieselbe in 3« Puncien, die 
in einer »weiten Curve n-ter Ordnung liegen. 

Oder anch: 

Lehrsatz X. Hut ein Kegelschnitt mit einer Curve 
dritter Ordnung eine fünfpunctige Berührung in a und 
schneidet sie in b, so hat, wenn a' und b* die Tangential- 
puncte von a und h sind, ein zweiter Kegelschnitt in a' 
eine fünfpunctige Berührung mit der gegebenen Curve der 
dritten Ordnung und schneidet tUeeedöe in b\ 
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Tlieorie der JPolaren. 

§. 13. 

£Tklärun(( und Cirundeiseiiscilaften der Polaren. 

69. ErkUrung der Polaren; Anzahl derselben. Es 
seien eine ebene Cnrve Cn von der n-ten Ordnung und ein 
beliebiger Punct 0 io ihrer Ebene gegeben. Um o lasse man 
sieb eine Transversale drehen« die in einer ihrer Lagen die 
CoTve in Ji Puncten 

schneidet; dann ist der Ort der harmonischen Mitfelpuncte des 
r-fen Grades Air das System n^, i% o« in Bezug auf 
o als Pol eine Gurve der i^ten Ordnung, da nach Nr. II. auf 
jeder durch o gezogenen Geraden r Puncto des Ortes liegen. 
Eine solche Cnrve heiszt die {n^r)''te Polare des Punctes 0 
in Bezug auf die gegebene Curve. Diese selbst heiszt die 
Fundamental- oder fhrundemve*). 

Der Piirirt 0 erzeugt auf diese Weise n — J Polaren der 
gegebenen Cm vo. Die er^te Polare ist eine Ciirve der («— J)-ten 
Ordnung; die zweite Polare eine sfdche der (w — 2)-fen Ord- 
nung; U.S.«.; die letzte oder in — \)'te Polare, das heiszt 
der Ort der harnionischeu Mittelpuucte des ersten Grades« Ist 
eine Gerade**)* 



*) Graaamannt 2%«orte efer Gs)i<ra/Sm. {Ct^IUb JotinmL T. 84. 
Berlin, Beimer. 1848. S.868). 

**) Der SatB ist fttr die hannoniseheii lüttelpuiicte ersten Ghndei von 
Cct€9 gegeben. H. e. Maclaurin, a. o. O., p. 805. 

7» 



Digitized by Google 



l^OQ Zweites Capitel. [§. 13. 

69. Uebertragung der SSts« f8r harmonische Mit- 
telp uncte «uf PotaroD. Die in §.3. bewiesenen Sfttae Rfr 
die harmonischen MiUelpnnete eines Systems von n Pnncten 
auf einer Geraden lassen sich In ebenso viele Eigenschaften 
der Polaren einer gegebenen Gonre aberCragen. 

o. Der Sats in Nr. 12. Der Lehrsata in Nr. 12. IXsxt 
sich folgendermaszen fassen: 

Lehrsatz i. Ist m ein Punct der {n — r)-ten Polare 
van 0, 80 ist. o umgekehrt ein Punct der r-ten Polare 

oder auch: 

Lehrsats II. Der Ort der Puncte, deren r^te Polare 
durch einen feeten Punet o gelu, ist die r)-l!e Polare 
des Punetee o. 

So ist z. B. die erste Polare von o der Ort der l*ole, 
deren qcrade Polaren durch o gehen; die zweite I^olaro der 
Ort der Pole, deren conische Polaren durch diesen Punct ge- 
hen; tt. s. w. 

b. Der Satz in ISr. 13. Aus dem Satze in Nr. 13. folgt 
augenblickiicb : 

Lehrsatz Iii. Ein heutiger Funct o hat dieselbe e-te 
Polare, sowoi in Beuig auf die gegebene Curve ale 
in Bewug auf Jede als PUndamentaleurve betrachtete Po- 
lare einer hffheren Ordnung desselben Punetes 

So ist z. B. die zweite Polare von o in Hexug auf C« die 
erste Polare der ersten Polare desselben Punetes in Bezu^ auf 
C„; die dritte Polare ist die erste Polare in Bezug auf die 
ziveite Polare und gleichzeitig die zweite Polare in Bezug auf 
die erste Polare; u. s. w. 

c. Der Satz in Nr. 14. Das Theorem in Nr. 14 gibt 
ebenso : 



♦) BohiUier , Th^oremes sur les polaires successives. (Annales de 
Gergonnet t. 19. ^Jiemes 1828—29, p. 305). 
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Lehrsatz IV. Die r'-te Polare eines Ihmctes o' in Be- 
%ug auf die r-te Polare eines andern Punctes o in Be%ufj 
auf Cn fäll! mit der r-ten Polare von o %us4»mmen inBe- 
%iug auf die r'-te Folare von o' nach Cn*). 

Dieser Satz ist» wie sich spSter seigen wird, dnreli seine 
vielen Folgerungen flnsserst fraditbar. So ergibt sidi a. B. die 
im Folgenden auseinandergesetse Eigensehaft dnrcb Verglei- 
cbuDg mit den Sali k Nr*09tf. fast Yen sellist. 

4* Folgerung aas dem Vorhergebenden. Die r'-te 
Polare von et In Besag aaf die r-te Polare von o gehe durch 
einen Panct m, und es gehe die r-te Polare von o In Bezug aaf 
die r'-te PoUre von o* gleichzeitig darch denselben Pnnct; dann 
folgt aas Nr. 00 a., dass die — r]-te Polare von m 

nach der r'-ten Polare von & genommen darcb o geht, and 
dasz gleichzeitig o auch ein Punet der r'-ten Polare von & Is^ 
trenn diese nach der [(ii^rO— r]-ten Polare von m genommen 
wird. Daher der Satz: 

Lehrsatz V. Geht die r'»te Polare von o' in Bezug auf 
^ie r-te Polare von o durch den Punct m, so geht die r'-te 
Polare von o' in Bemg auf die {n — r—r'yte Polare von 
m durch o* 

70. Tangenten vom Pol an die Grundcurve. Wir 
kehren znr Definition in Nr. 68. zurück. Nehmen wir den Pol 
O aaf der Grundcurve selbst, so dasz dieser also die Stelle ei- 
nes der n Puncte a^y a^,,...,an vertritt« so ist der Punct 
0 der harmonische Mittelpunct des ersten Grades für jede be- 
liebige Ttansversale. F&IU nun die Transversale mit der Tan- 
gente In o zasammen, so gilt o för zwei der Puncte aj, a^, 
Og, . . . . , o«. In diesem Falle wird aber nach Nr. 17. der bar- 
monische Mittelpunct ersten Grades unbestimmt, und es ist 
erlaubt, jeden beliebigen Punct der Transversale dafür zu neh- 
men; diese ist daher in unserm Falle selbst der Ort der harmo- 
nischen Mittelpuncte ersten Grades, und darin liegt der Satz: 

Lehrsats VI. Die gerade Fotare dieleitte) einee 



*) PlMeker, üeber em iwiim CbordmaCntityfteim (CrelUt Jotmml. 
T. 5. Berlin. B«£mer. 1830* S. U\ 
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Pmetes der Gnmdetirve selöäl M die TangetUe dieses 
funeiee. 

Liegt der Pol nicht in der Grundcurve, aber die Transver- 
sale ist eine Tangente, so fallen zwei der Puncto «i, a^, a^, 
.,,,,an mit dem Beröhruogspuncte zusammen. Dieser is^t also 
nach Nr. 16. ein harmonischer Mittelpunct des — l)-ten Ura* 
de», also ein Panct der ersten Polare. Das gibt; 

Lehrsatz VIL IHe erste Polare ehiee beüeMffen iPm^ 
des schneidet die Grundcurve in den Berührungspuncten 
der Tangenten, welche sich von diesem Funete aus an die 
Curve legen lassen* 

Die erste Polare ist von der (« — l)-ten Ordnuni^, sie schnei- 
det daher Cn in n{n—\) Puncten. Es lassen sich also daieb 
eioeo beliebigen Punct n{n — 1) Tangenten an die Grundcurve 
legen *). Das liefert den Satz : 

Lehrsatz VÜI. Eine Curve der n-tea Ordmng ist im 
Allgemeinen von der n{n^\)'ten Ciasse, 

71. Polaren eines Punctes der Grundcurve. Wird 
der Pol o auf der Fundamentaicurve selbst angenommen, so 
fallt für jede Richtung der durch o gezogenen Transversale 
einer der Durchschnittspuncte ^i, Oj» a^, an mit o zusam- 
men. Es ist folglich nach Nr. 17. o ein harmonischer Mittel- 
punct eines jeden beliebigen Grades des Systems a|, a^y a^»»»} a» 
(ur 0 als Pol, und es gehen demgemäsz alle Polaren von 0 
von der ersten bis zur (n — l>ten durch diesen Punct. 

Aber wir können noch weiter gehen, ist nämlich die 
Transversale eine Tangente von Ch in o, so gilt dieser Punct 
filr zwei zusammenfallende Durchschnittspuncte, also auch nach 
Nr. 17. für zwei harmonische Mittel puncte eines beliebigen 
Grades, und damit ergibt sich der Satz: 

Lehrsatz IX. Die Polaren aller Grade eines Puneies 
0 der Grundcurve berühren diese im Pole selbst^ 



*) Ponceletj Solution ... suivie (Tune Üi^orie des polaires riciproques 
eic, (AmiaUs de Gergonnet t. 8., Kiames ISH^-lSlSt p*S14)* 
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Alis derselben Nr. 17. folgt noch: 

Lehrsatz X, Die eraie Poiare eines Functes o der 
Fundtmientalcurve iei der Ori der Aarmoniechen Mittel- 
punete des {n — '2)-ten Gradee f&r den Polo und die «— 1 
Puncte, in denen Cm von einer veränderlichen Transver- 
sale durch 0 geeehniuen wird. Die »(n— 1)— 2 Puncte, 
in denen die erste Polare von o d auszer dem Puncte o, 
in dem sich nach dem OMffen die Curven berühren, schnei- 
dei, sind die Berührungspuncte der durch o gelegien an- 
derweitigen Tangenten von C«. 

72. Einfluss der vielfachen Puncte. E« habe die 
Curve Cn d einen r* fachen Punct, ea aebnelde also Jede 
Gerade» welche durch d geht, die Curve in diesem Puncte 
r-nuil» dann ist nach Nr. 17. d ein r^facher Punct fiir jede 
Polare dieses Puoctes. 

Jede Tangente an die r Zweige der Curve Cm achneidet 
diese aber nach Nr. 31. in r-|- 1 Puncten, die mit d^ausammen- 
falien« so dass für diese Tangenten als «Transversalen betrach- 
tet von den Puocten a mit d zusammenfallen« und damit 
also d auch für r-f-l harmonische Mittelpuncte eines beliebigen 
Grades fiir d als Pol zu betrachten ist (M. a« Nr. 17.). Die r 
Tangenten von Cn im Puncte d berühren also in Ihm auch die r 
Zweige einer beliebigen Polare von d» 

Daraus folgt lerncr noch, dasz die {n — I)-te, {n — li?)-te, 
....,(fl — r+l)-te Polare von d unbcstiiuuit werden, und dasz 
die (n — r)-te Polare aus dem System der r Taogeoteo« das 
wir schon in Nr. 31. betrachteten, besteht. 

Diese letzte Eigenschaft ergibt sich auch offenbar daraus, 
dasz, wenn man nach Nr. 68. eine Tangente an einen der Zweige 
der Curve Cn in d ais eine durch den Pol d gelegte Transver- 
sale betrachtet, r-f-1 der Durchschnittspuncte a mit diesem 
Pol zusaQimenfallen, und also nach Nr. 17. jeder Punct dieser 
Transversale als haruiunischcr Mittelpunct r-ten Grades auf- 
getaszt werden kann, dasz also folglich das Büschel der Tan- 
genten an die r Zweige der Curve Cn den Ort der harmonischen 
Mittelpuncte des r-ten Grades in Bezug auf d als Pol darstellt. 
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73« Eioflusz der vielfachen Puocte; Fortsetzung. 
Es sei O ein beliebiger Punct in der Ebene der Ciirve Cmf die 
io ä eineo r«facben Punct besitzt» und die Gerade od gezogen; 
dann werden natürlich für diese Transversale r der Puncte a 
mit d BUsammen&Uen. Dieser Punct ist daher nach Nr. 16. der 
Ort fär r—s harmonische Mitteipuncte des (« — #)«ten Grades» 
S'^^ Das ilefert den Satz: 

Lehrsatz Xf. Ein r-fac/ier Punct der Fundamental- 
curve ist ein (r — 8)'facher Punct der s-ten Polare eines 
beliebigen Poles. 

a, SpecicÜer Fall, wenn Cn ans n Geraden be- 
steht. Wir wollen das Vorher4>ehende auf den Fall anwenden, 
dasz Cn aus dem System von n Geraden besteht, die sich in 
d schneiden. För Cn wird dann d ein w-facher Punct, und er 
ist folglich auch für die erste Polare eines beliebigen Poles O 
für Cn als Grundcurve ein (n — l)-facher Punct. Diese Polare 
besteht also aus (n — 1) Geraden, die durch d gehen. 

Mit andern Worten: Ziehen wir dnreh Q eine beliebige 
Transversale« welche "die n Geraden in «i, s^» schnei- 
det, lieseicbnen wir ferner die barmonischen Mitteipnncte des 
(» — l)-ten Grades durch jui, i%» n^»*...»«!«-!, so ist das Sy- 
stem der n-^l Geraden 

nach INr. 20. die erste Polare von o. Nach Nr. 18. fo!?t nun 
aber ferner, dasz, so lange der Pol o sich auf einer Geraden 
bewegt, die durch d geht, diese erste Polare stets dieselbe 
bleibt. 

Fallen von den n gegebenen Geraden s in eine einzige da 
zusammen, so fallen auch nach NnI6. s— 1 harmonisebe Mittei- 
puncte des (f»-*l)-ten Grades mit a zusammen, und es reprfi- 
sentiert daher ito, was auch O sei, ii — 1 der Geraden dm, 

b. Polare eines Winkels. Für » = 2 erhält man den 
speciellen Fall: 

L ebrsatz XII. Ist die FknUUanentaleurpe aus mei Gera- 
den d(ai, a^) tusammeng^et%t, so ist die Polare eines 
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Puncies o in Bemug auf die beiden geyebenen Geraden der 
do migeovdnete karuionische Stral. Fallen beide Gerade 
zusaffirne/i , so fällt auch die Polare mit ihnen wusammen 
für jeden beliebigen PuncC als PoL 

Die soeben definierte Polare iweier Geraden nennt man die 
Polare pon o ßr den Winkel aida^, 

74. Einflusz der vielfachen Puiicte; Schloex* 
Wir wenden uns wieder zur Betrachtung einer beliebigen Curve 
Cn, die in d einen 7 -tacheii Punct besitzt. Ist 0 ein beliebiger 
Pol, so geht seine erste Polare nach Nr. 73. (r — l)-mal durch 
d, und die r Tangenten von Cn in d bilden die (n — r)'te Po- 
lare des Puncte«; d selbst. Dem aualog bilden natfirlich die 
(r — 1) Tangenten im Puncte d an die erste Polare von o die 
[(w — 1) — (r— l)]-te Polare von d in Bezug auf die erste Po- 
lare von O, oder auch, was dasselbe ist^ nach Mr. die 
erste Polare von o in Hezug auf die (n — r)-te Polare von A 
Betrachtet man nun noch Nr. 73 a., ao hat man den Sata: 

Lehrsatz XIII. Hat die Fundamentalcurve einen 
r-fachen hinct d, so bilden die r — I Tangenten, die man 
€un d an die erste Polare eines beliebigen Ptmctes o le- r 
gen kann, gleichzeitig die erste Polare von <f in Be%ug auf ^ 0 
das Büschel der r Tangenten der Fundamentalcurve in d, 

a. Folgerung 1. Hieraus folgt mit Bezug auf Nr. 73 a. 
dasz alle ersten Polaren der Puncte einer Geraden, ^velche durch 
d geht, in diesem Puncte dieselben Tangenten babeo. 

b. Folgerung 2. Fallen auszerdem # der Tangenten 
Cn im Puncte d in eine einzige Gerade zusammen, so ist nach 
Nr. 73a. diese auch — l)-mal Tangente an die erste Polare 
von 0, folglich repräsentiert dann d nach Nr. 32. r(r—l)-\-s—l 
Durchscliniftspnncte der Curve Ch und der ersten Polare. Da 
also die Zahl der noch übrigen Durcbscbnittapuncte gleich 
»(Ii- I)— r(r--l)—(# — 1) ist, diese Zahl aber nach Nr. 70. 
ausdruckt, wieviel Tangenten sich durch o an die Fuodamen« 
taicurve legen laszen, natürlich Torausgesetzt, d sei der einaige 
vielfache Punct, so künnen wir rolgenden Sata avssprechen: 
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Lehrsatz XIV. Hat die Ftmdamentalcttrve einen 
r-fachen Punct, fnit s msammenfallenden Tangenten, so 
wird dadurch die Ctasse der Curve um r(r — 1) «1- I 
Einheiten vermindert, 

C. Folgern II 3, Dieise allgeiueinc ßigeiiscbaft läszt sich 
für r=2, * = 1 uiiil r = 2, * = 2 nach ]\r. l'ifß. folgenderraaszen 
faszen: 

Lehrsatz XV. Hat die FundametUaieuree in d einen 
Boppelpimet, so geht die erste Polare eines beHehigen Po- 
les durch d, und berührt in diesem Pimete den »» do 
in SemHf auf die beiden Tangenten der Grundeurve in d 
mtgeordneten harmonischen JS^ral, 

Lehrsatz XVf. Ist d für die Fundament alcurve ein 
Rückkehr punct, so geht lUe erste Polare Jedes Fundes durch 
d, und Oerührt daselbst die RUckkehi^tangenle der gegebe* 
nen Curve. 

Die erste Polare Ton o schneidet demgemSsz Cn ausser in 
d in noeb n(n — J) — 2 oder »(fi— 1)— 3 Pencteo, jenachdem 
d einen Doppelpunct oder eine Spitze bildet. Folglich gilt der 
Satz: 

Lehrsatz XVII. Die Cfns\se einrr Ciurc erniedrigt 
sich um zwei Einheiten für jeden Doppelpunct und 
um drei Einheilen für jede Spit%e*)* 

d, Folgernug 4. Für eio beliebiges r und s^l eet* 
6tcht: 

Lehrsatz XVIIL Hta Cn. einen r^faehen Punet, mit 
r verschiedenen Tangenten, so erniedrigt sieh die Ctasse 
der (htrve um r(r — 1) Einheiten, das heisKt, ein r^faeher 
Punct mit r verschiedenen Tangenten hat dtesetbe Wir' 
kung, als Itätte die Curve ir(r>-l) Doppelpuncte, 

Dies gewinnt grosze Evidenz, wenn man beachtet, dasz 
der gemeinschaftliche Durchschnittspunct von r Zweigen einer 



*) Plücker, Solution d'une quention fondamentale concernanf la fMorie. 
giniraU de* eourbu* {Grelle* Jonmal. T. 12, Berlin, Reimer. 1834. p. 107). 
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Turve eiü;eiitlich der Ort von \r(r — 1) Üoppelpuncten ist, welche 
aus den Durchschnitten der r Zweige zu zwei und zwei ent- 
stehen. 

Haben Dan noch s der Zweige eine gemeinscbaftlicbe Tan* 
gente, so entstehen durch Gombination jedes dieser Zweige 
mit dem folgeriden s — 1 Spitzen. Jede andere Gombination 
der sSmhitlichen Zweige au xwei gibt einen gewöhnlichen Dop- 
pel puu et, und das liefert den Satz: 

Lehrsatz XiX. Mn r-facher Punct mit s zusammen- 
fallenden Tangenten vermindert die Glosse einer Curve 
um eben soviel Einheiten, als ir(r — 1)— (#— i) Doppel" 
punkte und * — 1 Spitzen mtsammengenommen, 

75. Der Satz von Maelaurln. Sind a und die beiden 
harmonischen Mittelpnncte des ersten Grades ßir die beiden 
Systeme von Puocten 

fla, ^9 •••>» an\ 

% 

^13 ^"ii ^it • •••> ^H» 

in denen die Fundamentalcurve Cn durch zwei Transversalen 
geschnitten wird, welche durch den Pol o geben, so ist die 
Gerade al^. die letzte Polare von 0, Legt man nun durch die 

Pnnete Oi» tfg, 4i und b^^ b^, b^ , bn eine zweite 

Gurve der n-ten Ordnung C«f so Ist die Gerade ai> auch in 
Bezug auf Cn die Polare von 0, so dasz, wenn wir jetzt die 
beiden Transversalen oaia^..*,aH und 06^6.2 • ^><^b einander 
oneodUcb nähern lassen« der Satz entsteht: 

Lehrsatz XX. Berühren sich zwei Curven der n-ten 
Ordnung in n Ptincten, die in gerader Linie lieficu. so 
hat jeder Punct dieser Geraden ßr beide Curpen dieselbe 
gerade -Polare *)* 

AIk zweite Curve kann iiiaa das System der 11 r.inejenten 
der Curve d in i\vv\ Puncten «j, a^, 03,....,^« betrachten; 
dann geht der obige Satz über in : 



^ Salmon, Ä treatm on higher phne cumat Dublin 186S, p.54. 
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Lehrsatz XXI. Ein Pol, der mit n Punetän einer 
Cmve n-ter Üränung auf dertMen Geradem Hegt, hai 
sowol In Bem^ auf die Cärve, aie in Be9u§ auf ihre Tarn" 
penien in den n gegebenen Puncten dieeeiöe gerade Polare. 

Das Letztere Utozt sich nach Nr. 11. auch ao aitaapfeehen : 

Lehrsatz XXII. Legi man ei/ie iweiie Transversale 
durch den Punct o, und schneidet diese die Curve in den 
Puncten c,, c^, c^, — , c; die n Tangenten aber in t^, l^, 
i^,....,ta, so existiert immer die Heialion 

» 

76. Der Satz von Cayley. Es seien n Gerade A^^ 
A-i, .. An und ein Pol o gegeben, alle natürlich in einer Ebene. 
Es sei ferner Pr die gerade Polare von 0 in Bezug aut das 
System von n — 1 Geraden 

Ä^t m»»», Af^l, Är-^l, dmf 

als Ort der (n — l)-t«ii Ordnang betraebtet» nnd Or der Ponct, 
in dem Pr die Gerade Jr echoeidet, dann ist dem Satae in 
Nr. 15. gemSsz Or der harmoDlache Blittelponet des ersten Gra- 
des des Systems der n Pnncte, in denen die n gegebenen Gera- 
den ven der Tranaversale dor geschnitten werden« ßlr e all Pol* 
Das gibt den Satz: 

Lehrsatz XXIII. Sind n Gerade und ein Pol o gege^ 
ben, so liegt der Punct, in dem eine beliebige dieser Qeror' 
den die gerade Polare von o für die andern n — 1 Gera' 
den schneidet, auf der geraden Polare van o fStr alle 
n Gerade**), 

Aus diesem Satze folgt für n = 3: 

Lehrsatz XXIV. Die g^ade Polare etnee Pontes in 
Bewag auf iUe Winkel einee Breieeile eekneiden die Gegend 



*) Maclanrin, a. a. 0. p. 201. 
**) Cayley, Sur quelques fh^orhncfi de In giom€trie de positioH* (Crei» 
Us Joiu-nal. T. 34. Berlin, Beimer. 1847. p. 274). 
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Seiten in drei Ihmcien, die in gerader Linie Oeffen, und 
%war auf der geraden Polare des gegebenen Punetes in 
Beuiff mif das Dreisen, als Or$ der dritten Ordfumif auf* 

und umgekehrt: 

Lehrsatz XXV. Werden ^ drei Seiten öe, ea, aö 
eines Dreiecks aöe von einer Dransversate ^ewüfiUek in 
den Puneten a^, b% & geschnitten, und sind Oi, bi, Ci der 
Reihe nach die eonjugierten harmonischen Puncte von et, - 
b*9 & betüffUeh der Punctpaare b, c; c, a; a,b, so schnei- 
den sich die Geraden aoi, bbi, cc^ in demselben Puncte, 
dem Pole der Transversale, 



77, Curvenbüschel aus den ersten Polaren der 
Puncte einer Geraden. Die ersten Polaren zweier belie- 
biger Puncte O und o' für eine gegebene Curve C« schneiden 
sich in (n — 1)* Puncten, deren jeder nach Nr. 69 ä., da er in 
beiden ersten Polaren liegt, eine gerade Polare besitzt, die 
sowal durch o als durch o* geht. Folglich entsteht der Satz: 

Lehrsatz XXVI. Eine Gerade ist die Polare von («-!)« 
verschiedenen Puncten, welche die Durchschnittspuncte 
der ersten Polaren weter beliebiger ihrer Puncte sind. 

Oder auch: 

Lehrsatz XXVII. Die ersten Polaren aller Puncte ei- 
ner Graden bilden ein CurvenbUschel, das durch dieselben 
(n— 1)« Puncte geht*). 



a, Zahl der Polaren, welche alle andern bestim» 
men. Dieser Eigenschaft gemäsz haben alle ersten Polaren^ 
welche durch einen Punct o gehen, noch (n — 1)' — 1 Puncte 
gemein, das heiszt sie bilden ein CurvenbOschel, deszen Basis 
aus den (n— 1)^ Polen der geraden Polare von O besteht. Durch 
zwei Puncto 0 und & geht nur eine erste Polare > und zwar 



*) BohilUer, DemonttratUm» de quelques ^äörimu sur k$ Ugnes etc. 
(Annsles de Oergonne t, 18. Hismes 16S7"1888. p. 07). 
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diejenige, deren Pol der Durchscbnittspunct der geraden Po- 
laren von 0 und o' ist. 

Es genfigeo folgKcb drei erste Polaren um alle andern zu 
individualisieren. Denn sind drei erste Polaren C% C"* 
gegeben» deren Pole nicht in gerader Linie liegen, ond verlangt 
man diejenige an beschreiben, welche durch awei gegebene 
Pnncte o und o' geht« so lOst sich diene Aufgabe folgender- 
maszen. 

Die beiden Curven C" und C" bestimmen ein Curvenbüschel. 
Ebenso bestimmen die Curven C und C" ein solches. Die 
beiden Curven, xvelche bezüglich zu diesen beiden Büscheln 
gehören und durch o gehen, individualisiereu ein drittes Curven- 
biischel; die Curve dieses Büschels nun, welche durch o' geht» 
ist offenbar die gesuchte. 

b. Einflusz eiTies den drei gegebenen Polaren 
gemeinschaftiicheii Punctes. (jelicn drei erste Polaren, 
deren Pole nicht in gerader Linie liegen, durch denselben Punct, 
so ist dieser auch allen übrigen Polaren gemeinschafflich, also 
für die Fundamentalcurve nach Nr. 73. ein Doppelpunct. Seine 
gerade Polare i>t daher nach Nr. 72. unbestimmt, da sie nach 
iNr. 69«. durch jeden Punct der Ebene gelegt w erden kann. 

78» Doppelpuncte der Polaren. Die r-te Polare eines 
Punctes 0 ro9ge einen Doppelpunct 0' haben, so dass also nach 
Nr, 73. die erste Polare eines beliebigen Punctes m, die r-te 
Pohire von o als Grundcurve betrachtet» durch & geht, dann 
wird auch, dem Satze in Nr. 694f. gemlsz, die erste Polare 
von m, die (» — r— I)-te Polare von o' als Grundcurve ange- 
nommen, durch 0 gehen; ausserdem wird nach Nr«69ii. die 
(r+l)-te Polare von o durch o* gehen und o anf der («— r— 1)- 
ten Polare von & liegen* Aus Nr. 77^ folgt dann: 

Lehrsatz XXVIII. Hat die r-te Polare von o einen 
Doppelpunct in o% so hat umgekehrt die {ji — r — l)'te Po- 
lare von 0' einen Doppelpunct in o % 



*) Steiner, ÄBgmdne J^entiAe^im der at^Armat^en Cmven, (Crel- 
Us Journal T. 47. Berlin. Beimer, 1853. S. 4). 



Digitized by Google 



Nr. 77 a— 79.] 



JlieorU der Polaren. 



lU 



Hat z. B. dt« erste Polare von o einen Doppelpunct o', so 
ist die conieclie Polare von & das System zweier Geraden, die 
sich in a schneiden, und umgekehrt« 

a, Rfickicebrpuncte der Grundcurve. Hat die gege- 
bene Curre €^ einen RQcIclcehrpnnct d, so l5st sich die conisehe 
Polare dieses Punctes naeh Nr. 72. in zwei Gerade auf, die 
beide mit der Tangente von Cn In d zusammenfallen. Jeder 
Pnnct m dieser Tangente Icann also als ein Doppelpimet der 
conischen Polare von d angesehen werdeui so dasz d ein Dop- 
fielpunct der ersten Polare von m ist. Das liefert den Satz: 

Lehrsatz XXIX. Hat die Fundamentaicurve eine 
Spiise, so geht die erste Polare eines betteMgen FUnetes 
der ROekkeArtanffente wweimal durch den RSekkehrpmet, 

Diese ersteti Polaren, für weiche d ein Doppelpunct ist» 
bilden nach Nr. 77«. ein < iir\ onbüschel. Es sind daher unter 
ihnen nach Nr, 48. zwei, für welche d eine Spitze bildet. Nach 
Nr. Tl. ist nun eine dieser beiden Polaren diejenige« flir welche 
d selbst der betreffende Pol ist. 



b. Weiter e Fo!gerun£»en. Es sei o' ein Doppelpunct 
der s-\e\\ Polare eines Punctes m in Bezu£j auf die r-te Polare 
eines andern Pnnrtes o als Fiindanientaicurve, das heiszt nach 
Nr. 69c., es gehe auch die r-le Polare von O in Bezog auf 
die ^-te Polare von m als GrurKicurve zweimal durch o', dann 
folgt, ucnn wir auf dir s-\e. Polare von m den für die Curve 
C:i lo Ar. TS. bewiesenen Satz anwenden, dasz die [(»— r— l]-te 
Pülaro von o' in Hezusf auf die *-te Polare von m als Grund' 
curve in o einen Doppelpunct besitzt. Das gibt den Satz: 

Lehrsatz XXX. Hat die s-te Polare von m in Bemg 
auf die r-te Polare von o einen Duppelpunct in o', so 
hat umgekehrt die s-le Poeare von m in Bezug avf die 
in^-^r-^s-^iyte Polare von o' in o einen Doppelpunct. 

79. Hückkehrpuncte der Polaren. Hat die r-te Polare 
von o in o' eine Spitze, geht nach Nr. 78. die (»—r— l)-te 
Polare von o' zweimal durch o. Bezeichnen wir nun durch m 
einen beliebigen Punct der Kückkehrtangente der r-ten Polare 
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von 0 im Rnclckelirpuncte o', so hat nach rVr. 7Sa. die erste 
Polare von bezogen auf dieselbe r-te Polare von o als (irund- 
curve in o' einen Hoppclpunct, und es geht demgemasz nach 
Nr. 78d. die erste Polare von w, die (n~r — 2)-te Poiare ¥on 
ü* als Grundcurve betrachtet» zweiiuai durch o. 

Setzt man noch r=: 1, so folgt der Satz: 

Lehrsatz XXXI. Hat die erste Polare von o eine 
Spit%e in o', so hat jeder Punct der Rückkekrtangente, auf 
die cubischc Polare als Grundcurve belogen» mir conUchen 
Polare ein Paar sieh in o ^cAneidende Gerade*). 

Es ist nun aagenblieklich klar» dass jede dieser beiden 
Geraden die andere bestimnitf das beisat, alle susammengehS- 
rigen Paare von Geraden bilden eine quadratische Invelotlon« 
und folglicb mdssen auf der Ruckkebrtangente avrei Pancte 
existieren, Ton denen jeder als conisehe Polare ein Paar in eine 
Gerade^ die dnreh a gebt» ausamnienfaliende gerade Linien bat» 
die enbiscbe Polare von o' als Grondcnrve angesehen. 

Der Punct o ist ein Doppelpunct für jede conisehe Polare 
eines I^unctcs m der RrJckkRhrtangente für die cubischc Polare 
von o' als Grundcurve, uud deshalb ist iimjjekehrt nach TSr. 78. 
m ein Doppelpunct der con Ischen Polaro von o nach der cubi- 
schen Polare von o* als Grandcurve. Das gibt den Satz: 

4 

Lebrsata XXXIl. JHe Gerade, weleke die erste Pekare 
van 0 im Meidtekrpunete o' beräkrt, iet, aU da» System 
Weier weammenfaUender Geraden betrachtet, die eanUehe 
Pokare van o in Bemig auf die euHeeke P0iare van & ai» 
Grundcurve, 

Die Doppelslralen der obigen Involution mögen die Ruckkehr- 
tangente in Ol und 0^ schneiden. Nun ist Oi ein Doppelpunct 
sowoi der conischen Polare von immer auf die cubische Po* 
lare von o* als Grundcurve bezogen, als für die conische Polare, 
die durch aoi dargestellt wird,^ und die conisehe Polare von 0 
bat nach Nr. 78. einen Doppeipnnct In o und einen aweiten anf 



*) tJnter gerader, ccniUeker und ef^tMft«r Pthre vanCehen vir besflglioh 
die fe&te, wiÜMe und vmvorktxU JMaref die resp. eine gerade Lbue, einen 
KegdakdU nnd cöne Ckave der dnaea Ordmmg l e ptli e a t i eren* 
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^fiO^t das heiszt, sie ist das Sj^stem zweier zusammeTirallendcr 
Geraden. Es bilden als 0O2 und oOi für sich die coniscben 
Polaren der Poncte ood q^, nud darin liegt der Satz: 

Lehrsatz XXXIII. Hat die erste Polare ton o einen 
Räckkehrpunct o\ so gibt es auf der Rückkehrtangente %wei 
Puncte Ol und o^, welche wusammen mit 0 ein Dreieck 
bilden, deszen Seiten, als je zwei wusammenfallende Gerade 
betrachtet, die conischen Polaren ihrer Gegenscheitel dar» 
stellen für die cuöische Polare von & als Gmndcurve, 

80. eil arakteristische Ei genschaften derWeDiie- 
pancte. Wir betrachten jetzt eine Wendetangente der gege- 
benen Curve Cn und ihren Berührungspunct oder den Wende- 
panct i. Nehmen wir den Pol o auf der Wendetangente und 
betrachten diese, wie nach Nr. 68. erlanbt ist, als Transversale, 
80 sind von den dort betrachteten Puncten a nach Nr. 29. drei 
im Wendcpuncte i vereinigt. Dieser ist damit nach Nr. 16. der 
Ort für zwei harmonische iMittelpuncte des (» — l)-ten Grades 
und für einen solchen des (n — 2)-ten Grades; folglich geht 
die erste Polare von o durch i und berührt in diesem Punete 
Cut und die zweite Polare von 0 geht ebenfalls durch i. 

Da somit durch i die zweite Polare eines jeden Puncte^^ 0 
der Wendetangente geht, so musz nach Nr. 69a; die conische 
Polare von t alle Puncte dieser Tangente enthalten, das heiszt ; 

Lehrsatz XXXIV. Die comsche Polare eines Wende' 
punctes besteht aus %wei Geraden, deren eine die Wende' 
tangente selbst ist. 

Ist f der Durchschnittspunct der beiden Geraden, welche 
die conische Polare des Wendepuoctes i bilden, so hat nach 
Nr. 78. die erste Polare von f in i einen Doppelpunct; das lie- 
fert dert Satz : 

Lehrsatz XXXV. Ein Wendepunct einer Curve ist ein 
Doppelpunct ßr Jede erste Polare eines Punctes der Wen' 
detangente. 

Liegt ein Punct p auf der Curve Cn und hat derselbe als 
conische Polare ein System von zwei ücraden, so ist er ent- 
weder ein Doppelpunct oder ein Wendepunct der gegebenen 
Cremona f Eben* Curve». g 
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Curve. Denn, entweder geben beide derade durch p, und die 
gerade Polare des Punctes wird daher unbestimmt, dann ist 
p ein Doppelpunct der Curve; oder eine einzige der beiden 
Geraflfo geht durch />, und ist dann nach Nr. 71. Tangente der 
Curve in diesem Piincte. Dann gr lKirctt aüf Piincfe ' dieser 
Geraden sowol der (ii--l)-ten, als der [n — i)-teu Polare von 
p an, folglich geht die erste und die zweite Polare jedes Pun- 
ctes dieser Ccradni flun h j?, was nach INr. 16, nur möglich ist, 
wenn diese (icrade mit der gegebenen Curve in p eine drei- 
panctige Berührung eingeht. 

81. Einbmiende der geraden Polaren der Puncte 
einer gegebenen Curve. Nacb dem Vorhergehenden ent- 
spricht Jedem Pnncte der Ebene der gegebenen Curve Cn eine 
gerade Polare. Dem analog etellen wir nun die Frage: 

Wenn der Pol sicli auf einer Curve Cm tlt r m-ien Ordnung 
bewegt, von vrelclier ( lasse ist dann die Einhüllende der {gera- 
den Polaren dieses l^iinctes? das heiszt, wieviel.gerade Polaren 
gehen durch einen beliebigen Punct 0, wenn die Pole aJier 
dieser Polaren auf Cm liegen? 

rSui) liegt nach Nr. ßOö., wenn die gerade Polare durch o 
<;eht, der Pol aul {Ici ersteu Polare von o, die Cm in Tn{n — 1) 
Puncten schiiculet. Diese Puncte sind Duri natürlich die einzi- 
gen Puncte der ( iir\e Cm» deren gerade Polaren durch o geben, 
und damit baheu wir den K>atz: 

Lehrsatz XXXVI. Bewegt sieh der M auf einer 
Cme der m^ten Ordnung, so werden die geraden Maren 
van einer Curve der l)*»«^» Ciaeee umküiit. 

a. Die gegebene Curve ist eine Gerade. Für m~ 1 
entsteht: 

Lehrsatz XXXVIL Dureäiihtß der m eine Gerade 
R, eo iet die EinhüUende der geraden Polaren ehte Curve 
der {n—'\)''ien Ciasee, 

b, Einflusz eines Tielfachen Punctes. Hat die Fun* 
damentaicurve einen r-facben Pqnct d, so geht die erste Polare 
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von o nach Nr, 73. (r — T)-mal durch d. PolgUch schneidet, 
wenn auch R durch diesen Punct ^oiit, file erste Polare diese 
Gerade noch in (n — 1) — (r — I) Puncteii. Die Classe der ge- 
sachten Einbulleoden ist also in diesem Falle n — r. 

c. r-facher Punct mit s zusammenfallenden Tan- 
genten. Haben auszerdem s Zweige von Ca in d eine ge- 
Tneinschaftiiche Tangente, «o berührt diet^elbe in diesem Puncte 
nach Nr. 74. s — 1 Zweige der ersten Polare von ö. Ist daher 
R diese Tangeute, so bleiben noch (n—l)-~(r — 1) 
Durchschnittspuncte derselhen mit der ersten Polare von 0 
iibni!:, und die Classe der Jiliubülleoden ist in diesem Falle nur 

82. Einhflliende Polaren. Wie die TheoHe der barflio» 
niecheD Mittelpancte eines Systeme vod PaneteD einer Geraden 
snr Grondiage der Theorie der Polaren bezogen auf eine Grund, 
enrve dient» so fahren die Eigenschaften der harmonischen 
Axen eünes ßfischels Ton Geraden, die Ton einem Pnncte ans* 
gehen (M. s. Nr. 19. und Nr. 20.), auf die Begrflndung einer 
analogen Theorie der eMMUenden Fakarm in Bezug auf eine 
Fundamentaicurve von bestimmter Classe. . 

ist K eine Curve der m-ten Classe, R eine Gerade in ihrer 
Ebene, und zieht man von einem Puncte p der Geraden R die 
m Tangenten an K, so werden die harmonischen Axen des 
r*ten Grades des Systems dieser m Tangenten für die Gerade 
R, wenn p sich auf R bewegt, von einer Curve der r-ten Classe , 
nmbtiUt Die Gerade R gibt also m—\ eMüllenden Polaren den 
Ursprung, deren Classen mit m~\ anfangen und mit I schlieszen. 
Die umhüllende Polare der höchsten Classe berührt die Tan- . 
genten an K in den Puncten, die diese Curve mitit gemein bat, 
daher schneidet R die Curve K in ni(fli— -l) Pnncten, und es gilt 
folglich der Satz: 

Lehrsatz XXXVIII. Eine Curve der m-ten Classe ist 
im Allgemeinen von der m^m—lyien Ordnung* 

Diese Ordnung erniedrigt sich aber um zwei Einheiten ffir 
jede Doppeitangente und um drei Einheiten f6r jede Wende- 
tangente der Fuodamentaicurve, n. s. w.« u. s. w. 

8* 
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§. 14. 

Mtse über Ciinreiisy«teme* 

83. Ort der Uurclisclinittspuncte <Ier entsprechen- 
den Curveii zweier projecti vis ch er licilien. Wir haben 
in Nr. 34. den Ausdruck Reihe von Ciirren (i* finiert. Man nennt 
nun zwei Reihen ^<)^l (Jurven projeclivisch, wenn eiiieni belie- 
bigei), aber e;e^ebenen Gesetze gemäsz einer jeden t'urve der 
ersten Reihe eioe einzige Curve der zweiten entspricht und 
umgekehrt. 

«Wir beantworten znerst die Frage, von welcher Ordnnng 
ist der Ort der Durebsehnlttspuncte der correspondierenden 
Gnnren sweier projeetiviseber Reihen bez^lich von der m-ten 
Ordnung und dem Index k nnd der ii*ten Ordnung und dem 
Index s? Wir kSonen diese Frage muSk dabin faszen. Wieviel 
Punete gibt es anf einer beliebigen Geraden, durch welche je 
swel entsprechende Cnrven hindurchgehen? 

Zur Beantwortung derselben sei a ein beliebiger Punct der 
Transversale, durch den m Curven der ersten Reihe hindurch- 
gehen. Die M entsprechenden Curven der zweiten Reihe schnei- 
den nun die Transversale in M.it Puncten n'.' Nehmen wir da- 
gegen einen beliebigen Punct a' der Transversale, durch den 
v Curven der zweiten Reihe gehen, so schneiden die entspre- 
chenden x Curven der ersten Reihe die Transversale an ir.fli 
Puncten a. Jedem Punete a entsprechen daher M.ft Pnncte a! 
und jedem Punete a' N.m Punete a; besieben wir nun die 
Punete a und cf auf denselben Anfang 0, der beliebig auf der 
Transversale angenommen werden kann, so besteht unter den 
Abschnitten oa nnd oaf eine Gleichung, die für oo' vom M.n-ten, 
fär oa von K.m-ten Grade ist. Läszt man daher a m\i af an« 
aammenfallen, so ist die Gleichung für die Abschnitte oa vom 
{^•n-i^v^myien Grade, das heiszt auf der Transversale ll^en 
M.n-f if.m Punete des gesuchten Ortes. Hieraus erhält man 
das allgemeine Theorem*): 



*) Jonguieres, Thiorhmes g€n&aux etc, p. 117. 
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Lehrsatz !. Der Ort der Durchschfdttapuncte der 
entsprechenden Curven %iceier projectivischer Reihen be- 
züglich von der m-ten Ordnung und dem Index m und 
und von der n-ten Ordnung und dem Index s ist im AU' 
gemeinen höchstens von der (M.n-j-N.i»)-/^» Ordnung, 

Wr sagen Migemehien hSehttemt^. weil veraehMene 
UoistSiule die Ordnang der reeullierenden Curve erniedrigen 
kennen. Z. B., weon die beiden Reihen singulare cetreepon* 
dierende Eiementepaare enthalten. Die Grvsze m.» -f- R*ffli mnsi 
man also vielmehr als eine obere Grenze betrachten, wie als 
eine absolute Zahl Im Folgenden Nr. III hU werden wir 
hierzu in der Theorie der Kegelsebnitte bemerkenswerte Bei- 
spiele betrachten*)* 

a, Folgerung ffir die Tangenten der Citrven zweier 
Reihen. .Ffir ]i=:N=rl erhält man ans diesem Satie das In 
Nr. 50. f!Sr den Ort der Durchschnittspuncte der entsprechenden 
Curven sweier Curvenbüschei bewiesene Theorem wieder, . Im * 
Falle 111:^11=: J, hat man den Satz: 

Lefirsatz II. EnUprechen die Tangenten einer Curve 
m-ter C fasse den Tangenten einer ander n Curve der fi-ten 
Classe projeclivisch , so ist der Ort der Durchschnitts^ 
puncle je zweier homologer Tangenten eine Curve der 
{M^^i)-ten Ordnung, 

d. Einhflllende der Verbindungsgeraden entspre- 
chender Puncto zweier Curven. Analog kann man den 
folgenden Satz beweisen, den man aber auch aus dem oben 
gegebenen mittelst des Princips der DualitSt ableiten kann: 

Lehrsatz III. Entspricht einem Jeden Puncte einer 
Curve der M-ten Ordnung, einem beliebigen Gesetze gemäsz, 
ein einziger Punct einer andern Curve der v-ten Ordnung, 
und unujekehrt, so unrd die Gerade, welche ucei homologe 
PuHcte beider Curven verbindet, von einer Curve der 
(m + ü)'ten Glosse umhüllt, 

*) Man «ehe audi einen Brief J&nquiirek* an den Verfiuier im 
Ötbmb a MaOimMk» ad uto ete, Kapoli 1863, p. 128., «owie Bemerkungen 
tter CttTMiirwXM wm bttUetutfon hdeat von G. Battaglini (Grunerts 
AYchiv T.XLI. Heft L 8. 86). 
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84. Polaren eines Punct es in Bezii^aufdie Gurven 
einer Reihe. Von welchem Index ist die Reihe der r-ten 
Polaren eines Punctes 0, die Turven einer Reihe der fi-ten 
Ordnung und vom Index w als Grundcurven angesehen? das 
hcisxt, wieviele von diesen Polaren gehen durch einen belle' 
gen Punct, z. B. etiva durch den gegebeoen Pol o selbst? 

Offenbar gehen nor diejenigen Polaren 'dorcli 0, deren Fun- 
danieotalearven der Reiiie eicb in o ncbneiden. Da diesen nicht 
mehr nie v sind, eo haben vrir den Sats: 

Lehrsatz IV. Die r-ten Polaren eines beliebigen Fun- 
des in Bezvff auf die Curven der n-ten Ordnung einer 
Reihe vom Index n bilden eine neue Reihe ebenfalls vom 
Index s, aber von der [u -r)-tea Ordnung, Die sußeiie 
MeiAe ist der ersten proJecliviscA. 

a. Anwendung auf ein CurveDbüschel. Für »=1 
. entsteht: 

Lehreats V. ]He r^ien Fokaren eines Funetes kexogen 
auf die Ckrpe» e^Mt CItrveMseAels öiUen ehi neue», 
dem ersten proJeeUefsekes CmvenbUsehel*) 

b. Anwendung auf die geraden Polaren einer 
Reihe. let rssii^l» so entsteht der Sata: 

Lehrsatz VI. Die geraden Polaren eines Puucles in 
Bemuff auf die Curven einer Reihe vom indeju n werden 
von einer Curve der s-tcti Classe umhüllt. 

C. Anwendung aul die geraden Polnreti fines Bö- 
Scheie. Uieraus erhalten wir wieder« wenn wir n = 1 setzen: 

Lehr sats VH. Die geraden Poiaren eines gegebenen 
Punctes in Bewag auf üe Curven eines Büschels sehnei- 
den sieh in demselben Funete und bilden ein dem Cnarven- 
bUeekel projecUvisches Stralenbilsehel, 

S5. Curven einer Reihe» die von einer gegebenen 



*) Bobillierf Becken^ aur lu lai» re^issent Isc %Ne« ete. (An- 
mdes de Ger gönnt, 1. 16, Kümes 1827—1888, p. S56). 
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Geraden beraiirt werd«D. Wir wollen Jetet die Reib« niher 
betraebteo» welche nach Nr. 84. derch die «raten Polaren eines 
Pvnctes 0 bezogen auf die Cnrven einer Reihe der it-ten Ord- 
nung und vom Index 9 gebildet wird. Nach Nr. 70. sind nan 
bekaontlicli die Dorcbechnittspuncte einer der Gurven der n-ten 
Ordnung mit Ihrer enteprecheoden ersten Polare die Berfibrongs- 
puncte der durch o an dieselben gezogenen Tangenten. Wen* 
den wir daher, da beide Reihen projecfirieeh sind^ auf sie den 
allgemeinen Satz von Jonquieres in Nr. 83. an, so ergibt 
sich das neae Theorem: 

Lehrsatz VIll. Zieht ?nan von einem Puncte o die 
Tangenten an alle Curven einer Reihe der n-ten Ordnung 
vom Index so liegen die Berührungspuncte im Allge- 
meinen alle ai^ einer Curve höckaten» von der i«(2ii— 1)- 
ten Ordnung* 

Da der Punct o auf n Curven der Reibe liegen niuss, so 
wird der Ort der Berührungsponcte naturlich K-mal durch die- 
sen Punct gehen und dort die Tangenten der obigen n Curven 
berühren. Jede Gerade durch o schneidet daher diesen Ort 
noch in — 1) Puncteo, und es gilt also der Satz; 

Lehrsatz IX. Unter den Curven einer Reihe n-ter 
Ordnung und vom Index s berühren im Allgemeinen hoch- 
etene je ^vt^n-^l) eine beUebige gegebene Gerade, 

Für N = l kommt man auf den Satz in Nr. 49. zurück. 

86. Ort der Pole einer Geraden in Bezug auf die 
Cnrven einer Reibe. Welches Ist die Ordnung des Ortes 
eines Ponctes, för \velchen eine gegebene Gerade in Bezug auf 
alle Curven einer Reibe der n-ten Ordnung und vom Index b 
die gerade Polare darstellt? 

Wir brauchen zur Beantwortung dieser Frage nur die Zahl 
der Puncte zu kennen , die auf einer beliebigen Transversale, 
z.B. auf der gegebenen Geraden selbst, diese Eigenschaft be- 
sitzen. Auf dieser Geraden können nun nur diejenigen Pole 
liegen, in denen dieselbe irgend eine Curve der Reibe berührt; 
beachten wir daher noch den letzten Satz, so erhalten wir 
hieraus: 
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Ijebrsati X. Jl0r Ori 4er Pole einer Oeraiem I» Be- 
%ug mff die eämmtUeken Cwven einer Reihe der n^ien 
Ordnung vom Index k iet im Att§e$neineneineCnrvekSekr' 
etene mn der ^(nr^lyten Ordnung. 

Ist N =: 1, so gehört ein l*unct fl, in Gcinaszheit des Satzes 
io Nr. 84c., dem fraglichen Orte an, wenn seine geraden Pola- 
ren in Bezug auf die gegebenen Curven sich samnitlich in ei- 
nem Puncte b der gegebenen Geraden schneiden. In diesem 
Falle gehen aber nach Nr. 69 a. die ersten Polareo von ö durch 
a, und damit ergibt aich der Satz*): 

Lehrsatz XI. Die ersten Polaren eine» Punetee in 
Beztig auf die sämnUUchen Curven eines Curpenbüseheie 
n-ter Ordnung bilden ein neues CurvenbüscheL Durch' 
läuft der Pol eine gegebene Gerade, so erzeugen die Bth 
sispuncte des %u>eiten Curvenbüschels eine Curve der 
1(n^l)'ten Ordnung, die gleichseitig der Ort der Pole 
der gegebenen Geraden in Be%ug auf die sämmtlichen 
Curven des gegebenen Büschels ist, 

87. Ort der Pole, für welche die gerade Polare 
einer Ours c und für die einzelnen Curven einer Reihe 
dieselbe ist. Von welcher Ordnung ist der Ort der Puncte» 
welche in Bezug auf eine gegebene Curve der n-ten Ordnung 
und in Bezug auf jede Curve Cm einer gegebenen Reibe vom 
Index M dieselbe gerade Polare haben? 

Um die Aufgabe zu losen, untersuchen wir, wieviele Puncte 
des gesuchten Ortes auf einer beliebigen Transversale liegen. 
Zu dem Ende sei a ein beliebiger Punct der Transversale, A 
die gerade Polare dieses Punctes in Bezug auf Cn\ dann ist 
nach dem Obigen (Nr. 86.) der Ort der Pole der Geraden A in 
Bezug auf die Curven C,n allerlnW hstens eine Curve der 2M(m— 1)- 
ten Ordnung, die natürlich dio Traiis\ crsalo in 2M(m — 1) Pun- 
cten a' schneidet. Nehmeu wir uniLCokcihrt auf der Transversale 
beliebig den Pmict so werden die geratlcn Pularen von a' 
bezogen aut die Curven Cm von einer Curve der M-ten Classe 
umhüllt, welche nach Nr. 81 a. mit der Linhülleoden der (» — ])• 



*) BobHlUr, 0,0,0, 
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ttn Clagse der geraden Polaren der Puncte der Traosversale 
in Bezui> auf Cn als Fundamentalcurve u{n — l) gemeinschaft- 
liche Tangenten hat. Diese m(« — 1) Tangenten sind Polaren 
von eben 8o viel Puncten a der Transversale in Bezug auf Cn 
als Grundcurve. Jedem Puncte a entsprechen demnach hüch- 
stens 2m(»i— 1) Puncte a' und jedem Puncte a' m(« — 1) Puncte 
a, folirlich gibt es nach Nr. 83. höchstens 2M(m — 1)+M(n — 1) 
Puncte a, welche mit ihren entsprechenden Puncten a' zusam- 
roentallen. Daraus entsteht der Satz: 

Lehrsatx XII. üer Ort eines Fimeiee, der eawoi in 
ßemtff aaf eine Curve der n^ten Ordmag, als in Bemtg 
auf die Clirven einer Reibe der m-ten Ordnung und vom 
iudex M dieselbe gerade Folare äesHstf ist im AUgemei'- 
neu eine Ctsrve hSehstens van der u(n + 2m -^*S)-ten Ord- 
nung, 

o. Einflnsx der Doppeipancfe und Spitzen. Hat 
die gegebene Cnrve einen Doppelpanct, eder eine Spitce in dp 
80 wird die gerade Polare diese« Pooctes in Besug auf Cn nach 
Nr, 72. nnbestimmt Man kann daher als solche die Tangenten 
an jede der v Cnrren Cm annehmen« welche durch d gehen» 
and es wird folglich die Cnrve der M(il-f 2m— 3Hen Ordnong, 
die wir durch K bezelehnen wollen, M-mal durch jeden Doppel- 
poDct und jede Spitse von Ca gehen. 

ßinfluex der Spitien. Ist d ein RSckkehrpunct der 
Curre C^t und wenden wir die ohigev ßlr eine beliebige Trans* 
versale angestellte Betrachtang auf die Rfickkehrtaagente T an, 
so sieht man» wenn man beachtet» dass fiir unsem Fall die Ein- 
hüllende der geraden Polaren der Puncte von T für die Curve 
Cn nach Nr. 81a. von der (» — 3)-ten Classe ist» dasz also jedem 
Puncto af 3) Puncte a entsprechen werden; dass die 

Tangente T ausser Im Puncte d die Curve JT noch in M(n-|-2m-5) 
Puncten schneidet» dasz also der Punct d för 2m Durchscbnitts- 
puncte der Linien K und T gilt In d sind folglich nach Nc.32. 
3m Dnrchschnittspuncte der Curven K und Cn vereinigt. 

f. Zahl der Carven der Reihe» welche die gege- 
bene Curve berflhren. Hieraus folgern wir, dass» wenn die 
gegebene Curve Cm d Doppelpuncte und n Rflcfckehrpunete be- 
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sitet, sie von K iri noch weiteren M\nin^-2m - -'i) — 2ö — Puii- 
cten geschnitteil wird. Diese sind aber der Definition der Car- 
ven K gemäsz die Puncte, in denen Cn von den Cnrveu der 
gegebenen Reibe berührt wird, und es gilt daher der Satz: 

Lehrsatz XIII. In einer SeiAe m-ter Ordmtnff vn4 
vom Index m ffibi es im Allgemeinen kScketene 

m[»(» + 2iA— 3)^2^—3»] 

Ciirpen, weieke eine gegebene Curpe der n^ten Ordnung 
berükren, die S Doppelpunete und % SjpiiKen enihäii% 

d, ZabI der Tangenten von einem Puacte an eine 
C OT ▼ e. Für u^mssl entsteht bterana s 

Lehrsatz XIV. Die Zahl der Tangenten j icelche man 
von einem gegebenen Puncte an eine Curve n-ter Ordnung 
mit i^ Doppelpunclen und x Spitzen nUehen kann, tsi gleich 

Dien KesuKat erhielten wir schon in ^r«74c. 

88. Doppeipuncte der Curven eines Büschels. 
Wieviel Curven eines Curvenbäscheis «t-ter Ordnung haben 
einen OopjpeJpunet? 

Zur Beantfrortang der Frage nehmen wir beliebig drei 
Funcke o, o\ an, die nicht in gerader Linie liegen. Die 
ersten Polaren dieser Puncte in Bezug auf die Curven des ge* 
gebenen Bfiscbels erzengeo nach Nr. 84a. drei weitere projecti- 
vieebe CnrvenbOschel der (m— l)-ten Ordnung, wenn wir nur 
als eorrespoadierende Curven dieser drei BCIscfael diejenigen 
Polaren der drei Puncte 0, 0^« et* betrachten, welche derselben 
Curve des gegebenen BflseheU entsprechen. Hat nun eine der 
gegebenen Cnrven einen Doppelpunct, so Schneiden sieh nach 
Nr. 73. In ihm die drei sich entsprechenden Polaren von o, et 
and 0"; die Doppeipuncte des gegebenen Corvenbüschels sind 
also diefenigen Puncto der Ebene, durch welche drei entspre* 
ehende Curven der drei projectivisehen ersten PolarenbOsehei 
hindurchgehen. 

•) BiBchoJJ, Eimg€ SitM über die Tmiffentat d^e&raMäer Ckrwn, 
(CreUe'^Bürehardte Jonnnd, T. 56. Berlin, Belmer. 1859, 8. 17S). — 
Jonqui^rBSf 2%MmM gMrwx «fc., p. ISO. 
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-Nun erzeugen das erste und zweite Polarenbuschel durch 
die Durchschnittspiinctc der entsprechenden Corven nach Nr. 50. 
eine Curve der 2(m — l)-ten Ordnung; eine zweite Curve der- 
selben Ordnung erzeugen das erste und dritte Polarenbiischel. 
Beide Curven gehen durch die (m—l)'- Basispuncte des ersten 
Polarenbuschels, sie schneiden sich also noch in ^(m — i)'^ 
Puncten» welche offeobar die gesuchten sind. Das gibt: 

Lehrsatz XV. Die Curven eines Curvenbüschels m-ter 
Ordnung ent/udten Z{m — 1)'^ Doppelpuncte. 

a. Eittfluss eines gemeinschaftlicben Berfih- 
riingspnnctes äet Gurren des Büschels* In einem der 
oben angenommenen Puncte o mögen sich jetzt die sSrnrntUbben 
Cnrven des Bflseliels berfihren. Dann hat nach Nr. 47. eine 
▼on ihnen» etwa Cm, io diesem Puncto einen Doppelpunct; a* 
liege auf der gemeinscbaftlicheo Tangente des Bitecbels, and 
&' sei beliebig angenommen. Nun geben nach Nr. 71. alle erste 
Polaren von o bezogen auf die sämmtlicheo Curven des Bfl* 
scbels durch - o und borUbren in ihm die Gerade 00*, und eine 
derselben^ diejenige nSmIich', welche der Curve Cm eotspricbt* 
bat nach Nr. 72. in 0 einen Doppelpunct. Auch die Polaren von 
0' gehen nach Nr. 70. sämmtlich durch o, von den Polaren des 
Punctes 0*' aber enthält nach Nr. 73. nur diejenige den Punct 
0, welche der Curve Cm entspricht. 

Pie Polaren von 0 und von o' erzeugen nach Nr. ö2a. eine 
Curve d^ 2(i»— l)-ten Ordnung, fiir welche p ei» De|)pelpunct 
und 0€^ eine der beiden Tangenten dieses Punctes darstellt. 
Ebenso erzeugen die Polaren von 0 und o'* eine zweite Curve 
der 2(m — l)-ten Ordimqi^ die nach iNr. 516. ebenfalls zweimal 
durch 0 gebt Der Punct 0> der für beide Curven der 2(m— 1>> 
ten Ordnung ein Doppelpunct ist , gilt daher für vier Dureb* 
•schnittsptincte. Da nun in o die Polaren dieses Punctes eie- 
ander berühren» so sind die weiteren Basispuncte des ron Ihnen 
gebildeten Büschels noch (»—1)'^^ Ausser diesen Puucten 
und dem Puncte o sebneiden sich die Curven der 2(iii^1)-ten 
Ordnung daher noch in 

4(1» - 1)«— 4 — [(«i — 1)»— 2] = 3(»i — 1)2— 2 

Punetea. Daher der Satn : 
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Lehrsatz XVI. Berühren mck die Curven eines Bä" 
schels sämmtiich in einem Puncte o, 90 gilt dieser für 
%ipei der Doppeipuncte des Büschels. 

b. Einflusz eines Rückkebrpunctes einer belie- 
hen Curve des Büschels. Ist nun 0 für eine der Curven 
des Büschels, etwa Cm» eine Spitze, nehmen wir ferner o' auf 
der Rückkehrtangente an und für o" einen beliebigen andern < 
Punct; so bilden die ersten Polaren von O in Bezug auf die 
gegebenen Curven ein zweites Curvenbiischel, in welchem die 
Polare in Bezug auf Cm nach Nr. 72. ebenfalls eine Spitze in 
0 mit der Rückkehrtangente 00' hat. Dieser Curve entspricht 
In dem Polarenbüsehei von O' eine Curve, welche nach Nr. 78«. 
ebenfalls zweimal durch 0 geht, und im Polarenbüscbel von o" 
eine Curve, welche nach Nr. 74c. durch 0 geht und in ihn» 00* 
berührt. Folglich bat die durch die beiden ersten Pnlarenbü- 
scbel erzeugte Curve der 2(7» -- l)-ten Ordnung nach Nr. 51/". 
in o einen Doppelpunct. Auszerdem erzeugen das erste und 
dritte Polarenhüschel nach Nr. 51 g. eine zweite Curve derselben 
Ordnung, welche einfach durch o geht und dort die Gerade 
00' berührt. Diese beiden Curven haben daher in O zwei zu- 
sammenfallende Durcbschnittspuncte, uiid es bleiben daher, wenn 
wir von den (m — 1)* Basispuncten des ersten Buscheis absehen, 
noeh Z{7n — 1)'^ — 2 Durchschnittspuacte übrig. In diesem Falle 
haben wir also foigendeo Satz: 

Lebraatz XVU. Bai eine Cerve eHrn Bßeekele eüien 
meUekrpmiet, eo%äkU 4iee& ßr %wei der Beg^e^piuiete 
des Büschels, 

♦ 

e. Die Carveii des Büschels berühren sieh gSmint- 
licb, vod der BerfihrongspoDct ist fOr eine derselben 
eine Spitze. Wu setzen endlich Torans» dasz alle Cunren 
des Büschels dnreh o geben, und dieser Punct fär Cm eine 
Spitze bilde. Wir nehmen & anf der Rückkehrtangente nnd 
0^ auf der Geraden, welche in o alle anderen Gnnren des Bü- 
schels berührt Die Polaren von 0 geben dann simmtllch durch 
diesen Pnnct und berühren in ihm nach Nr. 71. die Tangente 
00* f aber eine Ton Ihnen, nSmlich die» welche CU entspricht» 
hat nach Nr. 72. in 0 ebenfalls eine Spitze mit der Rückkehr- 
tangente 00'. Die Polaren von 0^ geben nach Nr. 70. eben- 
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falls sämmtlich durch o, und eine unter ihnen, die der Curve 
€m entspricht, berührt nach Nr. 74c. in o die Gerade oo'. Un- 
ter tlea Polaren von O' geht endlich nur eine einzige, näniiich 
die, welche Cm entspricht, durch o, aber sie hat in o nach 
Nr. 78«. einen öo|ipolpuiict. Fol!?lich hat die durch die Pola- 
renbuschel von o und o" erzeugte Curve der 2(wi — ])-ten Ord- 
nung nach Nr. 52fl. in o einen Doppelpunct mit 00* und 00" 
als Tangenten, dagecen hat die durch die Polarenböschel von 
O und 0' erzeugte 2\\Lite Curve der 2(m~l)-ien Ordnung nach 
Nr. 51c. in O eine Spitze mit der Rückkehrtangente oo\ Alles 
in Allem haben also die beiden so erhaltenen Curven in o ei- 
nen Doppelpunct und die Tangente oo' «jemein, das heiszt nach 
Nr. 32., in O sind fünf Ihrer Dnrchschnittspuncte vereinigt. 
Anszer dem Puncto 0, in dem sich alle Polaren des ersten 
Bäscheis berühren, und den öhrlgen (m— -1)2—2 Basispuncten 
dieses Büschels bleiben also noch 3(m — 1)^ — 3 Durchschnitts- 
puncte der beiden Curven 2(»»— l)-ter Ordnung übrig. Daher 
hat man den Satz: 

Lehrsatz XVIU. Ut o 0m ffmeinaehttfl^her Arne/ 
sämmtüeAer Curven eines B&»cheU und ßr eine dereel- 
den eine Spitze, eo %äkit er ßr drei der JDofpei^mneie 
dteeee BOachele. 

d. Die Curve von Steiner. Wenden wir den allge- 
meinen, am Anfange die«er Nummer bewiesenen Sate auf das 
in Nr. 77. betrachtete erste Polarenbüscbel der Pnncte einer 
Geraden an, alle Polaren auf dieselbe Cnrve der ii-ten Ordnung 
beziehend, so haben wir den Satzs 

Lehrsatz XIX. Auf Jeder Geraden gibt es 3(»— 2}« 
Pmieie, ven denen Jeder in Bemtg auf eine gegebene Curve 
n-ter Ordmm^ mtr ereien Mare eine Curve mit einem 
Doppelpunct hat. 

Nehmen wir nun noch auf den Satz in Nr, 78. Räckaicbt» 
so läszt sich der letzte Satz auch so faszen: 

Lehraata XX. Der Ort der Feie der ersten Polaren, 
welche einen Deppe^nmct öesitaen, in Beauff auf eine Curve 
U'ter OrdmoHf, oder auch der Ort der DurehechnUtepuncte 
der Faare von Geraden, welche eonieche Polaren bilden, 
iet eine Curoe der 3(n— 2)«-/eii Ordmng, 
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* Diesen Ort neniieo wir die Curnä von Steiner*) der 

Fu nd amen iuicurve. 

e. Einfiiiss eioer Spitze der Grandcerve an f die 
Curve von Stein er. Hat die Fandamentalcorfe In ä eine 
Spitze, so ist nach Nr. 78 a. - jeder Punet der Rfickkebrtangente 
der Pol einer ersten Polare» die In d einen Doppelpunet beeltat 
In diesem Falle Ist also die Rackkehrtaii^ente ein Teil der 
Curve von Steiner» 



89. Weitere Eigenschaften der Doppelpunete des 
Büscliels. Die gerade Polare eines festen Punctes in Bezog 
auf die Curven eines Büschels gehen nach ISr. 84c. sämmtlich 
durch einen zweiten festen Punct. betrachten wir nun eine 
Cnrve des iMischels, die in d einen Doppelpunet hat, so ist 
die gerade Polare dieses Puik tes nach INr. 72. unbestimmt, es 
iniiszen daher die geraden Polaren von d in Bezug auf sanimt- 
liche lihrige Curven des Büschels in eine einzige Gerade zu- 
aanuuenfaUen, uod dario liegt der Satz: 

Lehrsatx XXL Jeder Doppei^net der Omen eine» 
OwrenbUeehels kai für Jede Curve des Büschel» dieeeiöe 
gerade Folare, 

Hieraus folgt mit Heang auf Nr. 86.: 

Lehrsatz XXII. Der Ort der Pole einer Geraden in 
Be^uy auf sänunliche Curven eine» Curvenbil»chel» der 
m-ten Ordnung ist eine Curve der ^(m-^lyten Ordnung 
und enthält sämmtliche 1)* Doppelpuncte des Cur- 

venbüschels. 

Ebenso entsteht aus Nr. 87.: 

Lehrsatz XXUI. Der Ort der Pimete^ welche in Be- 
mtg auf eine gegebene Curve Ca und auf die eimeinen 
Curven Cm eine» Curvenhü»ehel» dieeelhe gerade Fokare 
haben, i»t eine Curve der {n-^^-^Zy-ien Ordnung, die^ 
ebenfaU» durch »dmmUlehe 3(m— 1)^ Dopp^ßunete de» 



^ Hacik dem Nam«a des groaien deottdiea Qeoneten» der lie, loviel 
ieh weiasE, nent bctraebtetc» 
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Bäscheis geht. Ausser diesen Puncten Hegen auf der €ktrpe 
der (n + 2»i— 3)-/e« Ordnung alle Bunde , in denen Cm 
von irgend einer Curve Cm äes BiiscAeis berOkrt wird. 

Als speciellen Kall hat man bieraua: 

Lehrsatz XXIV. Wird eine Gerade von "l^m — l) Cur- 
Pen eines Ci/rvenöäscäeis der m-ten Ordnung berührt, so 
Hegen die '>{?n—l) Berti hningspuncte, sowie die Z(??i--\y^ 
Doppelputicte des Büschels auf einer Curve der "I^m — 1)- 
ten Ordnung, dem Ort der Pole der gegebenen Oeraden 
' in Beaug auf die sämmtlichen Curven des Büschels» 

90. Ort der Berühruiigspuncte der Curven zweier 
ßuscbel. Von welcher Ordnung ist der Ort der Berührungs- 
puncte der Curven zweier Curvenbu«chel der m-ten und m^-ten 
Ordnung? 

Zunächst ist es klar, dasz der gesuchte Ort durch aäniinf' 
liehe m^-f Baslspuocte der beiden Büschel gehen musz. 
Denn Ist a ein ßasispunct des ersten Büschela, so geht durch 
ihn eine Curve des zweiten Büschela. Zieht man nun die Tan- 
gente an diese Curve, so gibt es nach Nr. 40. eine Curve des 
ersten Büschels, welche dieae Gerade in dem nnmiichen Puncte 
berührt. Beachten wir nun noch, daaz jede Curve des ersten 
BOschela von den Carven des zweiten Büschels nach Nr. 87. in 
«(n-l'^mi — S) Pancten berührt wird^ so wird jede Curve des 
effsten Büscbels ausser den Basispuncten noch m(m-|-2»t|--3) 
Puncte des gesacfaCen Ortes enthalten, das heiszt ioi Ganzen 
fll(2m-|-20i|>-3). Der gesuchte Ort ist daher von der [2(i9t-f i»])-3J- 
ten Ordnung. Er geht nicht nur durch die Basispuncte beider 
IBfischel, sondern auch durch ihre Z{m^yfl^2{mi — 1)^ Dap- 
pelpuncte (S. ^r.88.), denn jeder dieser Puncte gilt für s^H 
Durcbschnittspuncte d<er Curven des einen Büschels mit einer 
Cofve des sweiten. Somit haben wir den Satz: 

Lehrsatz XXV. Die Berührungspuncte der Curven 
zweier Curvenbüschel von der m-ten und nii-ten Ordnung 
liegcit auf einer Curve der f*2(m-f w,) — '<i\'ten Ordnung, 
welche durch die Basispuncte und die Doppelpuncte beider 
Büschel hindurc/igeht. 

a* Die Curve von Hesse einer Fundamentaicurve. 
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Die beiden Curvenbiischel nehmen wir jetzt als erste Polaren- 
bfischeL für eine gegebene Carve Cn n-ier Ordnung als Grund- 
curve an, und setzen also 7n=^mi = n — 1. Die Basispuncte 
der beiden Büschel sind nach JNr. 77. die Polaren von zwei 
Geraden, sie liejjen also nach Nr. 69«. alle aui der ersten Po- 
lare des Durcbschnittspunctes dieser beiden Geraden. Beide 
Busche! haben daher in diesem Falle einp Curve gemein, die 
offenitar einen Teil des oben nachgewiesenen Ortes aufmacht. 
Sehen wir von derselben ab, so bleibt als Ort der Henihnmgs- 
puncte der Cnrven des einen Bfiachels mit denen des anderen 
eine Curve der Ordnung 

4(ji- 1) — 3 - («— 1) =: 3(«- 2) 

fibrig:, die durch die Doppelpunete der gegebenen BOechel geht 
Diese Curve der 3(ii— 2)>tett Ordnung bleibt dieeelliey wenn 
man IQr die beiden betrachteten PolarenbOechel andere derar* 
tige einßtbrt Denn, da alle erste Polaren, die durch einen 
gegebenen Pnnct geben» nach Nr. 77a. noch (»— 1)^ — 1 gemein* 
schaßllche Puncte haben and ein Carreobfiacbel bilden » so 
mfiszen, wenn sich swei erste Polaren in diesem Pnocte be- 
rflbren, alle andern ebenfalls in ihm die Tangente gemein haben. 

Hieraus folgern wir, dasz der Ort der Berührungspunete 
zweier erster Polaren die Doppelpunete sjiinmtlicher erster Po- 
larenbfisehel enthält und also mit Bezug auf Nr. 78. auch der 
Ort der Pole derjenigen coni^chen Polaren ist, welche sich in 
flwei Gerade anflOsen» das heiszt, wir IcOnnen den Sats aus* 
spiechen; 

Lehrsatz XXVI. Der Ort der Berührungspunete der 
ersten Polaren in Bemg auf eine gegebene Curve n-ter 
Ordnung ist eine Curve der 3(n — 2)-ten Ordnung, die sich 
auch als Ort der Doppelpunete der ersten Polaren^ oder 
als Ort der Pole deflnieren lässU, deren coniscke Polaren 
ein Paar gerade Linien bilden. 

Dieser Cnrve geben wir den Namen Curve von Heese 
der Fandamentalcurve« weil sie die geometrische Interpretation 
einer Covarianle darstellt, welche Syive»ter mit dem Na* 
men a Eeeekm (nach dem Namen ihres Entdeckers Heese) 
belegt hat, nSnilich die Determinante aus den zweiten partiellen 
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Differentialqaotienten «Iner gegebenen homogenen Form dreier 
Variablen*). 

b. Andere Erklärunt^ der Hesseschen Curve. Die 
Puncte, in denen sich die ersten Polaren zweier Puncte O und 
0' schneiden, sind nach Nr. 77. die Pole der Geraden 00*; die 
Berührungspuncte zweier erster Polaren bilden daher je zwei 
zusammenfallende Pole von 00'. Nennen wir nun für das Folgende 
die (it — 1)^ Pole einer und derselben Geraden verlmndene Pol€ 
(poli congionti), so kOonen vrir aveh sagen. 

Lehrsatz XXVll. Die Curve von Hesse ist der Ort 
der Pole, welche mit einem ihrer verbundenen Pole msam^ 
menfallen* 

c. Indicatricen eines Punctes. Nennen wir ferner /»- 
dicatncen eines Punctes das »System der beiden Tangenten, 
weiche mnn von ihm aus an seine coniscbe Polare legen kann, 
so entsteht folgende weitere Definition: 

Lehrsatz XX VIII. Die Fundajnentalcvrve bildet mit 
der Hesseschen Curve zusammen den Ort der Funeie, de- 
ren Indicatricen sich auf eine ehmge Gerade reduderen, 

* • 

9L Geneinsehaftliche Berühr angapuneto der 
CnrYon dreier Büschel. In wieviel Pancten berühren sieh 
die Carmen dreier Curvenbüsehel der «Mften, fliften» fl^-ten 
Ordnung su drei und diei? 

Die lierührunj^spuncte der Curven der ersten l)ci(Ien Büschel 
zu zwei und zwei bilden nach Nr. 110. eine Curve der [-(mi-\-m^) 
— 3]-ten Ordnunc;, und dem analog bilden die Beriihrungspuncte 
der Curven des ersten untl dritten Büschels zu zwei und zwei 
eine zweite Curve der [2(m|+m3) — 3| teii Ordnung. Diese 
l^eiden Curven haben nun di«? liasisputufe und die Doppel* 
puncte des ersten Büschels gemein« das heiszt — 



*) St^lvester^ On a tKtfory qf the sy^gttic relations of low rational 

mtegral functions. (Fbilosophical truuactionSf voL14d, part 3, London, 
1853. p. 545.) 

Cremona, Ebene Curven. 9 
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Pjincte, die mit der Aufs^abe nichts zu tua baiieoj sie acboeadeo 
sich aber ausserdem ooch in anderen 

[2(mi -31P(m, + m,) - 3] - [m^« + Z{m^ - 1)^ 

Puocteo, ujid dieses ist die gesuchte Zahl. 

a. Einbültende der Tangenten in den Uerübrungs* 
puDCteo zweier Büscbel. Ist »» = 1« so entstebt: 

Lebrsftts XJQX. JHe gemehuekaftUehen TanffetUen 
der Jhmetef in denen eich die Cerven 9»eier Büeehei der 
Mi'ien und m^-ien Ordnung berühren, werden von einer 
ikarve der [4flii .mg— *2(mi i- «Vs)H<m (Umee umhäUL 

■ 

|f, Elnlifillende der gemeinschaftllcbeD Tangeo* 
ten der ersteii Polaren einer Curve. Sind die Cnrren 
beider Büscbel erste Polaren in Besag anf dieselbe Curre Cm 
der A-ien Ordnung, das beisz^ ist = i»as=ii— 1, so haben 
naeb Nr« 90 a. die beiden Bflscbel eine Gurre gemein, die von 
der (n^lH^n Ordnung, also nacb Nr« 70. von der (ii»l}(ii'-2)- 
ten Glesse Ist Diese Gurve gebSrt nun offenbar sn der eben 
betracbteten Einbollenden, und diese bestebt demnaeb ausser* 
dem noch ans enier Gurve der 3(ii^I)(ff — 3H«n Glasse. Damit 
ergibt steh der Salks: 

Lehraats XXX. ßie gemeineehaflUehen Tangentenin 
den BerUhrmigepuneten der ereten Maren in Betmg anf 
eine Cnree i^ter Ürtbrnng werden von .einer (htrve der 
l)(ii--2)-l^ CSaeee fmkm% 

§. 16. 

Ctoometrisdie Heise« 

Ö2. Erklärung eines Net/es, dioHcssesche Curve 
eines IVetzes. Das vollständige System von Curven m-ter 
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OrdnoDg» die ImCm-f 3) — 2 gemeinschaftlichen Bedingungen ge- 
nügen, nennen wir ein feomeM9cke9 Jiet% der m^ten Orämtnff, 
wenn durch zwei weitere beliebig gewählte Puncte nur eine 
einzige Curve des System« hindurchgeht» das heiszt, wenn die 
Gnrven des Systems, welche durch einen ond densellieR Pnnct 
gefaen^ ein Gurvenbüechei bilden*). 

So bilden z. B. die ersten Polaren für eine gegebene Curve 
der «-ten Ordnung als Grundcurve nach Nr. 77 a. ei» geome- 
trisches Netz der (it — l)-ten Ordnung, und es laszen sich auch 
viele Eigenschal teil dieser Polaren ganz auf die nämliche Weise 
für ein beliebiges i\etz beweisen. 

Naeh Nr. 77 a. bestimmen z^ei Corvenbitscliel M^ter Ord- 
dnnng» welebe eine Gorve gemein haben« eder drei Gnrven 
M-ter Ordnung, die nicht durch dieselben Puncte geben, 
ein geemetriscbes Nefz m-ter Ordnung. 

Der Ort der i^uncte, in denen sich zwei Curven eines Netzes 
der w-ten Ordnung, also auch noch eine unbegrenzte Zahl an- 
dere, berühren, ist eine Curve der 3(7//. — I)- ten Ordnnnfr- Diese 
CuFve, die man die Hessesche Curve des Nel%es nennen kann, 
ist nach Nr. 90 a. gleichzeitig der Ort der Doppelpuncte der 
Gurren des Netzes. 

Die gemeinscbafiffieben Tangenten In den BeNtbrungspuncten 
der Gurren des Netzes irerden nacb Nr. 91 ven einer Gurve 
der 3m(fn — l)-ten Ciasse umhüllt. 

a* Einflues eines alten Gurren des Netzes ge- 
meinschaftlichen Punetes. Angenommen, alle Gurven eines 
Netzes bitten einen Punct a gemein, und es sei der zu « 
unendlich nahe Punct einer Geraden A, die durch a gezogen 
ist, so geben eine unbegrenzte Zahl von Gurven durch n', be- 
rühren also die Gerade A im Puncte a, und bilden in ihrer 
Gesammtheit ein Curvenbüscbel. Ziehen wir nun eine zweite 
Gerade Ai durch a, und ist in ihr Oi der unendlich nahe Punct 
von a, so gibt es nur eine einzige Curve des Netzes, welche 
gleichzeitig durch a' und geht, die also in a einen Doppel- 
punct besitzt. Hieraus folgt: 



") Möbius, a. a. O.y S. 266. — ^St^iner^ a. a. 0.. S.S. 

9* 
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Lehrsatz I. Baden die Curven eines Netzes sämmtlieh 
einen Punct gemein, so ist derselbe für eine dieser Gur- 
ten ein Doppeipunctf und diejenigen Curven, welche in 
sem Punete Meeeibe Gerade öeriiAren, öiiden ein Cwrven^ 
\ äüethel. 

b. E i n f 1 u 8 z einer gemeinschaftlichen T a n e n t © im 
geraein schafticheri Puncto. Wir nehmen weiter an, es 
berfibrten alle Curven eines iNetzes in oinem und demselben • 
Punete a dieselbe Gerade T. Zieht man eine zweite beliebige 
Gerade A durch a, so existieren immer eine nnhe£»renzte Zahl 
von Curven des Netzes, die durch den zn a unendlich nahen 
Punct von A gehen, und die Cvesammtheit dieser Curven bildet 
ein Curvenböschel. Alle Curven dieses Büschels werden von T 
und v on i in je zwei mit a zusammenfallenden Puncten geschnit- 
ten, dieser Punct ist daher für alle ein Doppelpunct, so dasz 
alsa das Bäschel dasselbe bleibt, wenn man A sich um a dre. 
hen läszt. Unter den Curven dieses Büschels sind nach Nr. 48« 
zwei, für welche a ein Rückkehrpunct ist, und von diesen hat 
eine ^gleichzeitig die Gerade T zur RSckkehrtangente. Diese 
letzte Ciirve ist dadurch gegeben, dasz sie T in drei und ii io 
VK^i mit a zusammenfalleDden Puncteo schneiden musz. 

93. Die Jacobische Curve dreier Gurren. Wir be- 
stimmeo »inächst den Ort der Pnncte, deren gerade Polaren in 
Bezug auf drei Curven C, C, C bezüglich von der m-ten, m'-ten, 
M^-ten Ordnung eich in einem Punete schneiden, das heiszt 
mit andern Worten nach Nr. 69 a. den Ort der Punete, in denen 
Bich die ersten Polaren eines und desselben Punctes in Bezog 
auf die drei gegebenen Curven schneiden. Zu dem Ende ziehen 
wir durch einen beliebigen festen Punct o eine beliebige Trans^ 
yersate L und bestimmen die Punete, in welchen sich je drei 
erste Polaren eines and desselben Punctes von L schneiden. 
Lassen wir dann diese Gerade L sich um a drehen« so erhai- 
ten wir anf diese Weise alle Pancte des gesacbten Ortes. 

Die ersten Polaren der Piincte von L in Besag avf C nnd 
C bilden nun nach Nr. 77. xivel projectivische CnryenbfiscbeL 
Die entsprechenden Curven, das beiszt die Polaren ^nes und 
desselben Punctes von schneiden sich daher In den Pnnclen 
einer Curve der (fli-|-^~T2)-ten Ordnung, welche durch die 
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Basispuiicte beider Büschel hindurchgeht. Die Basis des ersten 
Büschels erhalten wir dabei durch die (in — l)^ Durchschnitts- 
puncte der ersten Polare von o in Bezug auf C mit einer be- 
liebigen andern ersten Polare eines Punctes vod L in Bezug 
auf dieselbe Curve. 

Wir haben somit eine Carve beetinimt, die der Ort der 
Paneto iatf in welchen eich die swei ersten Polaren eines be- 
. liebigen Pnnctes von L in Besng auf die Curven C und C 
schneiden. 

Jede Gerade die wir durch 0 ziehen, individualisiert eine 
solche Curve K% von allen diesen Curven ß-eht aber nur eine 
einzige durch einen heliebigen Funct p. Denn sollen durch p 
die ersten Polaren für C und C als Grundcurven hindurchgehen, 
so ist der Pol derselben nach Nr. 69 a. der DurchschnitUpunct 
p' der beiden seraden Polaren von p; p* bestimmt nun die Ge- 
rade die durch o geht, und diese Gerade endlich die Curve 
K', welche durch p geht. Laszen wir also L sich um 0 drehen» 
so erzeugt nach Nr. 41. die Curve K' ein Curvenbüschel. 

Substitniereo wir fiSr die Carve C* die dritte so erzeugt 
die Gerade L auf dieseibe Weise eine Carve K** der («»f ffi^— ^* 
ten Ordnung, welche durch dieselben (m-^l)* Basispancte des 
. ersten Bfischels geht^ das schon zur Erzeugung der Curve K' 
diente. Durch Drehung von X am o entsteht nun ein entspre- 
chendes Currenbaschel von Curven K", Die beiden Bflschet 
die durch K* und K** erzeugt werden, sind unter einander pro- 
jectivisch, da jedes derselben dem Stralenbüschel, das dnreh 
die durch 0 gelegten Geraden L entsteht, projectivisch is(^ and 
folglich erzeugen beide BSschel bezüglich von der (m-|-M'--2)- 
ten und {m-i-m^'^^yten Ordnung nach Nr. 50. eine Curve der 
(to4in'-|-fli" — 4>ten Ordnung. Nun haben aber immer Je swei 
correspondierende Curven K' und K" {m—Vf Pnncte gemein, 
die in einer festen Curve der (m— •l)-ten Ordnung liegen, nSm* 
lieh auf der ersten Polare des Panctes o in Bezug auf C* Die 
Übrigen 

{m + m'—^Xm + m"— 2)— («• - 1)* 

z=2 mm'-\-m'm" +wi' //i—2(»»+»i' + !»")+ 3 

gemeinschaftlichen Puncte der homologen Curven K' und K'' 
erzeugen also nach Nr. ÖO«. eine Curve von der Ordnung 
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Diese ist offenbar der gesuchte Ort 

DieM Corve oenneD wir im FolseDden die Curve von 
Jaeobi för die drei gegebenen Carven*). 

Gehen die drei Carven durch denselben Piinct a, so gehen 
die geraden Polaren dieses Pnnctes alle dorcli denseibeiK ha- 
ben also drei Curven C, C* allen dreien gemeinschaftliche 
Punele» eo sind diese aucli Puncte ihrer Curve von JaeobL 

Hat eine der drei Curven, %, B. C*', einen Doppelpunet d, 
>»o ist nach Nr. 72. die gerade Polare dieses Pnnetes in Besng 
aul C" unbestimmt, man kann dann also filr sie die Gerade 
annehmen, welche d mit dem Durchschnittspanct der beiden 
ejeraden l^oloren dieses Punetes in Bezug auf die beiden fibrl- 
geii Curven C und C verbindet. Darens folgt dann, dasz die 
Jacobiscke Curve durch die Doppelpuncte der drei gegebenen 
Curven geht. 

94. Sjiecielle Fälle der Jacohischen Curve. Neh- 
men wir m' = J»", das heiszt also zwei der gegebenen Curven 
von derselben Ordnung an, so ändert sich die Curve von Ja- 
cotfi in diesem Falle nicht, wenn man an die Stelle der obigen 
Curven andere Curven des Büschels setzte das sie zusammen 
bestimmen. Dies ist augenblicklich klar, da die Jacobiscke 
Gttfve der Ort der Puncte ist, durch welche drei erste Pola* 
ren ffir denselben Pol gelien, und da nach Nr. 84a. die ersten 
Polaren eines und desselben Poles in Bezug auf alle Curven 
eines Büschels ein neues Bflschei bilden, und üblglich alle dnrcb 
dieselben Pnncte geben. 

In diesem Falle kann man diQ Jacobische noch auf 

eine zweite Art deünieren. Ist nämlich p ein Punct derselben, 
80 gehen die drei ersten Polaren dieses Punetes in Hezu^ auf 
die drei geifebenen Curven (Inrch denselben Puact p' ] p' ist 
aber der Puact, durch uelchcu nach Nr. 84c. alle geraden Po- 
laren von p in Bezug auf alle Curven des Büschels {C'C") 
gehen, totglich ist die gerade Polare von p in Bezug auf C 

*) 6^ i fester, a.a.O.) p. &46. 
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auch die gerade Polare deaeelbeii Pvoctes in Beitg anf eine* 
Cum dea eliea emiiinteo Bfiaobela. Man Irann daher nagen r 
die Carme von Jmeobi flir die drei gegebenen Cnnren lat der 
Ort einen Fnactea« der in Beaiig anf C and in Bekng auf irgend 
eine der Cnrren dea Biiaehel« (CC) dieaelbe gerade Polar» 
hat. Dienen Ort haben wir aber achon oben b Nr. 87. be- 
ntiromt. 

95. Die Curve von Heaae fdr ein geometriachea 
Neta. Ea aei jetat a» m' =3 daa heiaat« ea aeien alle 
drei Cnrren von der nfimlichen Ordnung, Zwei beliebigen von 
ihnen fcOnnen wir nach Nr. 94 awei andere Curven dea von 
ihnen erzengten Bflachela anliatituierett, daa beiaat, wir kennen 
für alle drei Curven drei beliebige Curven dea von Ihnen naeh 
Nr. 92. bestimmten Netaea aubstituicren, wenn dieaelben nur 
nicht ein und demaelben Cnrvenbfiacbel angehiiren, ohne daaa 
die eotaprechende CurVis von Jaeohi alch im Geringsten Sn- 
dert Daa gibt in Verbindung mit Nr. 93. den Sata: 

Lehrsatz II. Der Ort der Pole, deren gerade Polaren 
Bewag auf die Curven eines Net%e8 der m'-ten Ordnung 
sämmtlich durch denseiben Punet gehen, ist eine Curve der 
'•^m— i yten Ordnung und geht äwcA sämmtUehe Dofiß^ 
punete der Curven des ^etaee* 

In unaerem Falle iat daher nach Nr. 92. die Jaeobiecke 
Cvrve mit der von Beeee Air daa Neta identiach, darana haben 
wir alao eine neue Definition der Curve von Beeee Ar ein 
geometriachea Netz. 

Wir wollen im Folgenden noch die beiden Fälle «.twas näher 
untersuchen, dasz erstens die Curven des INetzes sich sämmt- 
lich in einem Functe schneiden, und dasz sie Haiceitens sich in 
diesem Puncte sämmtlich berühren. Im ersten Falte Ist es 
erlaiiht, als eine der drei Curven, welche das Netz bestimmen, 
diejenige zu wählen, für welche nach INr. y*2a. der gegebene 
Punct ein I)oppel[>iinct ist, und im zweiten diejenige Curve, 
für welche nach Nr. iVlb. der gegebene Punct eine Spitze bil- 
det, und die gemeioschaftliche Tangente aller Curven die Rii€i&- 
liehrtangente iat. 

96. Netz» deotfen einzelne Curven durch denaei- 



« 
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Iien P.ttnct gehen. Ee seien aleo sueret dret Curvea C, C*,^ 
C** von deuelben Ordnung m gegeben. Sie haben einen Pnnet 
gemdn, und derselbe sei iiSr C** ein Doppelpnnct. In ihn ver- 
legen wir den Pol o, von dem wir. in Nr. 93* bei der allgemei- 
nen Untersnehuug der Cnrve Ja€0bi9 Gebrauch nachten. 

a» Bestimmung der Curven K** Die ersten Polaren 
des Puncfes o in Bezog auf C und C gehen durch diesen 
Punct selbst hindurch, folglich enthftlt nach Mr. 93* die Curve 
K' fflr jede Lage von L eben diesen Punct. 

Die Curve K', welche einer bestimmten La&^e von L ent- 
spricht, bleibt unverändert» wenn man für C und C* zwei belie- 
bige andere Curven des dürr!) sie bestimmten Büschels substi- 
tuiert. Wir nehmen nun für C die Curve C®, welche in o die 
Gerade L berührt. Dann enthalten alle erste Polaren der Puncto 
von L in Bezug auf nach Nr. 70. den Punct 0, Durch O 
geht aber auch die erste Polare von 0 in Bezuf!^ awt C'\ es 
ist daher nach Nr. 5] a. die Tangente der Curve K' in 0 die- 
jenige Gerade, ^\ elche in diesem Puncte die erste Polare von 
0 in Bezug auf berührt, das heiszt die Gerade L, Gehen 
also die beiden Curven derselben Ordnung C und C durch o, 
so geht auch K* durch o und berührt daselbst diejenige Gerade 
L, deren entsprechende Curve sie ist 

d. Bestimmung der Curve Jt". Da Q fltlr ein Dop* 
pelpnnct ist^ so gehen nach Nr. 74e. alle erste Polaren der 
Puncte von L in Bezug auf sie selbst als Grundcorve durch a 
und beröhren in diesem Puncto ein und dieselbe Gerad L', den 
conjugierten harmonischen Stral von L in Bexng auf die beiden 
Tangenten des Doppelpunctes von C. 

Nach Nr. 93. wird die ('urve A'' durch zwei projectivische 
Curvenlnischel erzeugt, das eine bestehend aus den ersten 
Polaren der Puncte von L in Bezug auf C", (las zweite auf 
gleiche Weise aus den ersten Polaren derselben Puncte in 
Bezug Hilf C, Die Cnrvea des ersten Büschels haben in o die- 
selbe Tangente L', und der Curve des zweiten Büschels, welche 
durch o geht, das heiszt der ersten Polare von O in Bezug auf 
C, entspricht die erste Polare von o in Bezug auf C", das 
heisst diejenige Curve des ersten Büschels, für welche 0 ein 
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Doppelpunct ist. Nach Nr. 57ö. hat folglich für jede beliebige 
Lage der Geraden L die durch die beiden Büschel erzeugte 
Curve AT" in o einen Doppelpunct. Auszerdem ist nach Nr. 57 /f. 
in beiden Fällen^ mag L eine der Tangenten im i)()[)pelpuncte 
von sein, oder die Tangente von C im Puncte o, in wei- 
chem letztern Falle nach Nr. 52a. auch die €urven des zweiten 
Büschels sämmtlich durch O gelien, in beiden Fällen also l»i 
X eine der beiden Tangenten von im Doppelpuocte 0, 

Folglich hat die Curve K", wenn C und C einen gemein- 
echaftlicben Punct 0 haben, der fffr C" ein Doppetpnnet int» 
ilSr jede beliebige Gerade L durch o In diesem Puncte einen ' 
Doppelpunct, und L iet jedesmal» sobald sie eine der beiden 
gegebenen Gurven berührt» auch eine der beiden Tangenten 
▼on K*' im Doppelpunete* 

e. .Bestimmung der durch £* und £" erseugten 
Curve. Wir haben somit gefunden« dasz In unserem Falle 
nach a. der Punct o allen Curven K* angehört, welche den 
Geraden X» die durch ihn gelegt werden können ^ entsprechen, 
and dasz er nach ö, für alle Curven K", die derselben Geraden 
entsprechen, ein Doppelpunct ist. Folglich ist Bach Nr. 52. o 
liBr die nach Nr. 93. durc^ die beiden Curvenbüschel K* und K'* 
erzeugte Gesammtcurve der 4(in-<l)-ten Ordnung ein dreifacher 
Punct Ein Teil dieser Gesammtcurve ist aber die erste Polare 
von 0 nach C und da diese einmal durch o geht, so ist dieser 
Punct für die übrigbleibende Gurre der 3(m — l)-ten Ordnung» 
das heiszt für die Jaeo&isehe Curve» ein Doppelpunct 

Die Gerade L ist naeh a. Tangente ihrer entsprechenden 
K\ also sind nach Nr. 52. die Tangenten der resultierenden 
Curve der 4(iii— ])-ten Ordnung im dreifachen Puncte o die- 
jenigen der Geraden L» welche auch ihre entsprechenden Cur* 
ven K** berühren. L berührt nun nach ö, die K", wenn sie 
Tangente von C oder von C"' ist; es sind also die drei Tan- 
genten des dreifachen Punctes die Tangente von C und die 
beiden Tangenten von C". Von diesen ist die erste nach 
Nr. 71. die Tangente der ersten Polare von o in Bezug aut C, 
folglich sind die beiden übrigen die Tangenten der Curve von 
Jacotti im Puncte o. 

4L Seh i a*s n feiger ung. Ans Allem folgern wir nun den Sttn : 
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hehtsatM IIL Mlen-aie Curven eines Net%es sämmt- 
Uck ^ek äetueOm Jhmci o, so besittt die Curve wm 
Messe ßr das Netu in o einen Doppelpunct und hat in 
demselkeu mU derjenigen Curve des Netzes die Tangenten 
gemein, fär weieke e ebenfalls ein Doppelpunct isU 

97. Netz, deszen einzelne Curven sich in d ein- 
seifen Puncte berühren. Wir i:;ehen zur Untersuchunc; des 
Falles über, dasz der Punct o alieo drei Curven C, C, C" i^e- 
meinscbaftlich ist, und för die letzte derselben eine Spitze hil- 
det, und dasz die Eackkehrtaogeote m o auch C und C berührt. 

a. Die Curven K\ Da die Curven C und C in 0 die- 
selbe Tangente haben, so können wir einer derselben die Curve 
des Büschels {CC) substituieren, welche nach Nr. 47. in o einen 
Doppelpunct hat Dieser Punct ist dann tiir K' nach Nr. 966. 
ein Doppelpunct, welche Lage auch L haben mas;. Fällt aber 
L mit der Tangente T zusammetj, so ist sie jedesrual eine der 
beiden Taogeoteu im Doppelpuncte der entsprechenden Cur- 
ven K\ 

b. Die Curven f. Ffir iy* ist ö ein Rfickkehrpmict 
Alle erste Polaren der Puncte von L fn Beaug auf diese Curve 
geben also naeh Nr. 74 a. durch o und berOhreo In diesem Puncte 
die Rfickkelirtangente J. Unter Urnen ist aber eines diejenige 
nHmlicliy welche dem Puncte O seihst entspricht, für welche 
dieser Punct eine Spitae ist, und T die Rfickkebrtangente. 
Auszerdem geht die erste Polare von Q fdr C als Fundamen* 
talcurve auch durch o und berflhrt in diesem Puncto T. Es 
hat daher für jede beliebige L die Curve K** in a eine Spitze 
mit der Rflckkehrtangente T. 

Fällt aber h niit T zusammen, so haben nach Mr. 78«. die 
ersten Polaren der Puncte von L in Besug auf C" in o ei- 
nen Doppelpunct, und auszerdem gehen auch nach Nr. 70. die 
ersten Polaren von o In Bezug auf C einfach durch Dieje- 
nige Curve K** alsoj welche der mit T zusammenfallenden L 
entspricht, bat in H nach Mr* 52. einen drei&chen Punct« 

C. Die durch K' und K" erzeugte Curve. Es ist 
nndi Albdem veUstiindig klar, dasz stamtüche Curven JT' in 
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a einen Doppeipunct habea, wäbreod auszerdeni die CurFen iT" 
daselbst eine Spitze mit der gemeinschaftlichen Rückkehrtan* 
gente T besitzen. Daraus folgt nach Nr. 52., dasz o für die Ge- 
saiuuitcurve der i(m — l)-ten Ordnung, welche durch die beiden 
Curvenbüschel der K' und K" erzeugt wird, ein vierfacher Punct 
tat, und dasz zwev der vier Zweige daselbst von T berührt 
werden. Die beiden andern Zweige werden In 0 nach Nr. 52a. 
von der Tangente derjenigen Curve JT' berührt, welcher eine 
Curve K" entspricht, für die o ein dreifacher Punct ist. Nun 
entspricht die Curve K", für welche 0 ein dreifacher Piuict ist, 
nach ö. der Lage von Ii, in welcher diese mit T zusammen f ällt, 
sie entspriclit also nach a. genau der Curve K' deren einer 
Zweig in o von der Geraden T berührt wird; drei der vier 
Tangenten im vierfachen Puncfe 0 der Gesammtcurve der 
4{m — l)-ten Ordnung fallen also mit T zusammen. 

Die Ciifve der A(m — lyteo Ordnung ist nun zaeammen- 
gesetzt aiM der Gar?e von Jacobi der drei gegebenen Curven 
ond ane der ersten Polare von o in Bezug auf C Diese ernte 
Polare gebt eiomal durcb 0 und berfibrt daselbst Ti die Curve 
rouJaeobi gebt daher dreimal darch o, und sirei ibrer Zweige 
berQbren in diesem Puncte die Gende 7*. * 

ä, Schluszfolgerung. Aus Allem folgert sich der Satz : 

Leb rsatK IV. ßi0 CurvetanHetse eines Ckrpenneitee, 
' dessen Curven einen ffemeineekaßUehen Punet o, und in 
demselben eine gemeinsehafUieke Tangetae^ T /Men, lua 
drei Zweige^ die dwrek o gehen, und ron denen msei in 
diesem Funete van der Oeraden T b^rülari werden, 

98. Ort der Puncte, in denen sich drei gerade 
Polaren dreier Curvon für ein and denselben Pol 
jschneiden. Es seien wieder drei Curven, C, C\ C" gegeben, 
deren Ordnungszahlen bezüglich m, m', m'* seien. Wir wollen 
die Ordnung des Ortes der Puncto bestimmen, in welchen sich 
je drei gerade Polaren desselben Poles für die drei gegebenen 
Curven schneiden. 

Ist I» eine beliebige Gerade» I ein Plinet denMiben» vid 
sollen dureb I die geraden Pelire« twm C md O* bindnieh* 
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gehen, so musz der Pol o einer der (j» — l)(m' — I) Durch- 
schnittspuncte der ersten Polaren von i für diese beiden Curven 
seil). Soll nun durch t auch die erste Polare für C" aU Grund- 
curve gehen, so litM;t ihr Po! auf der sjeraden Polare von O in 
Bezug auf dieselbe Curve. Die i:;eraden Polaren der (»i— 1) 
Paocte 0 werden nun L in eben sovieleo Pyncten f schneiden. 

Es sei jetzt umgekehrt f ein beliebiger Paoet von X. Soll 
durch ihn die gerade Polare för C" bindurebgebeD« so mass 
der Pol auf der ersten Polare von f in Besag auf dieselbe 
Curve liegen« Diese erste Polare ist bekanntlieb eine Cur?« 
K der (nt"— l)-ten Ordnung. Die geraden Polaren der Punete 
▼on Jt in Besog auf C werden nun nach Nr* 81. von einer Curve 
der (m—lXfli"— l)-ten Classe umhCllt; ebenso die geraden 
Polaren der Puncte derselben Curve K In Bezug auf C* von 
einer sweiten Curve der (01'— IXm"— I)-ten Classe. Jeder Tan- 
gente der einen Curve entspricht eine solche der andern, wenn 
man nur diejenigen Tangenten alle entsprechende wftblt, welche 
Polaren eines und desselben Punctes von K Ittr die bei* 
den Curven C und C* sind. Nach Nr. 83 tf. bilden daher die 
Darebschnittspuncte der homologen Tangenten eine Corve der 
[(«i-^l)(m''-~J)-h(»'--lXm"— i)]-ten Ordnung, welche natOr- 
lieh die Gerade L in eben sovielen Puncten i schneidet. 

Jedem Puncte i entsprechen daher (m — J)(m' — l) Puncte 
if, jedem Puncte ü ausserdem (m— i}(fll''— l)-|-(m'r->l)(0l"— 1) 
Puncte i, es mflssen daher in L 

(m— 1) + (w'— IX«»''— 1) + (J»"— IXi»— 1) 

homologe Puncte i ond f susammenfallen» und diese Zahl ist 
die gesuchte Ordnung des betrachteten Ortes. Diese Curve 
geht offenbar, wenn die drei Curven gemeinschaftliche Punete 
besitzen, durch diese. 

a. Die Stein ersehe Curve für ein Netz. Sind die 
drei Curven von derselben Ordnung so kann man fCir sie 
drei beliebige Curven des Netzes, das durch sie liestimmt 
wird, substituieren, ohne dasz sich der oben betrachtete Ort In 
Geringsten verftndert. In diesem Falle nennen wir denselben, 
der dann von der 3(iii—* l)Men Ordnung is^ der Nr.88iiL ana- 
log, 4U Mr9e mm SMner ßr da» NeHt, 
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b* Einhüllende der V erbin dun gsg erat! en entspre- 
chender Puncte der Curven von Steiner und Hesse. 
Jeder Punct p der Curve von Hesse eines gegebenen Netze» 
der m-ten Ordnung ist der Pol von unendlich vielen geraden 
Polaren in Bezug aul die Curven des Netzes. Diese Geraden 
schneiden sich nach Nr. 95. alle in einein Puncte ü der Curve 
von Steiner, Es entspricht daher jedem Puncte der Curve 
von Hesse ein Purjct der Curve von kleiner, und unigekehrt. 
Die Geraden, welche diese entsprechenden Puncte verbinden, 
werden daher nach Nr. 83^. von einer dritten Curve der Cla»«^ 

umhüllt. Nun ist jede Gerade durch o eine Polare von p in 
Bezug aut eine Curve des Netzes; ^eht aber die gerade Polare 
durch den Pol, so liegt dieser aul der Fundamentalcurve selbst, 
und diese berührt in ihm die gerade Polare. Daraus folgt, dasz 
die Gerade op in p eine Curve des Netzes beröhrt; alle Cur- 
ven des Netzes aber, die durch p gehen, berühren sich in ihm 
nach Nr* 92.» nod ihre gemeiBschaftÜche TaDgente ist daher op. 

§. 16. 

99. Formel für die Claeee aed die Ordouog eioer 
Curre. Wir beseicIiDen im Folgenden dureli: 

n die Ordnung» 
m die Clasee^ 

d die Zalil der Doppelpancte« 

% die Zahl der Rfickkelirpttncte oder 3pitsen> 

t die Zahl der Doppeltan «Renten, 

i die Zahl der Wendepuocte oder VVeadetangeiitcu 

einer beliebigen Fundameotalcurve C«. 

■ 

Nun ist bekanntlich m die Zahl der Tangenten, welche von 
einem beliebigen Puncto an die gegebene Curve gelegt werden 
können, es int daher nacb den ISätaea in Mr.74>c. oder in 
I«r.a7Ai 
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eine Formel, welche die Classe einer Carve liefert, wenn die 
OrdnoDg nod die Anzahl der Doppeipaocte und Spitzen b«' 
kannt bt. 

Nach dent DualiläUprincip (m. s. Nr. 82.)> musz die Ord- 
nung einer Curve aus einer Gleichung derselben Form erhatten 
werden, wenn man die Classe, die Zahl der Doppellangenten 
und der Wendepuncte kennt» das heisast, es ist: 

fi = m(m - 1)— 2f-3i. 

100. Formeln für die Doppeltaogeoten und Wen- 
depuncte. Da jeder Punct der Grundcurve, deszen coniscbe 
Polare das System zweier Geraden bildet, nach Nr. 80. ein 
Wendepnpict oder ein Doppolpunct ist, so schneidet die Carre 
Ton Hesse, die nach Nr. 90a. der Ort der Puocte ist, deren 
eooische Polaren aas dem System zweier Geraden bestellen» 
die gegebene Curve in den Wendepuncten und In den riel- 
ÜMbon Puocten. Da nun die Carve von He»9e von der Ord- 
nung 3(ll— 2) ist, so ist die Zahl der Wendepancfe einer Curve, 
TorausgesetsI;» aie habe kelae vielfachen Pnnete» gleich 3fi(iB— 2)^). 

Es sei nun d ein Doppelpunct von Cn» dann gehen alle 
erste Polaren durch d und die Curve von Hesse des durch 
sie gebildeten Netzes, welche auch die Hessesche Curve der 
Curve Cn ist, (m. s. Nr. 90a. und Nr. 92 ), geht zweimal durch 
d und hat hier nach Nr. 96rf. die beiden Tangenten mit der 
ersten Polare dieses Punctes selbst gemein, das heiszt nach 
Nr. 72., dieselben Tangenten wie die gegebene Curve. Der 
Punct d !»ilt also nach Nr. 32. für sechs Durchschnittspuncte 
der Curve von Hesse mit Cn- Durch jeden Doppelpunct ver- 
liert also die Curve sechs Wendepuncte. 

Es ael ferner 4 eine Spitaa von €n und T die Rückkehr- 
taogeote. In diesen Falle gehen alle erste Pobren von Cn nach 
Nr. 74 c. durch d und herfihien In Ihm die Gerade 7. Die 
Hessesche Curve dagegen bat nach Nr.974l. drei Zweige, die 



SnlMot, laaf. B*S64. — JSf«t#f , Msr Wninißmete der CkrvcR dHÜltr 
Ordnung. (Odlet Journal T.S8. Bertin, Reimer^ 1844. 8. 104). 
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durch ä gehen, und von denen zwei T berühren und zwar in d. 
Daher ^ilt d für acht Durchschnittspuncte von Cn mit der Cnrve 
von Hesse. Durch jede Spitze gehen aUo der Cfttve acht 
Wendepuncte verloren*). 

Hat dahe? Cn ^ Doppelpnnete iitid % Spitzen^ eo ist die 
Zaiil der Wdndepoiicte dofcb die Fonnel gegeben: 

(3) fts3«(«l— 2)-6d-6K. 

Nach dem Prineip der Dualität hat daher eine Curve m-ter 
Clafise mit t Doppeltaogenten und i Wendetaogenten 

(4) »saamOR'-2}-^6T~8» 

Rfickkebrpuncte. 

IMe so gefundenen Tier Glelehoaf;«! gelten alier> da sie 
nicht von einander unabhängig sind, nar fSr drei fit ist nfin- 
lieh , wenn man Gleichung (1) mit drei muktipliciert und von 

Gleichung ß) subtrahiert» 

(6) *=ä(ji-»), 

und diese Gleichunt? läszt sich auch ebenso aus den Gleichun- 
gen (2) und (4) herleiten. 

Zwlaehen den sechs Grössen n, m, 9, t, $ existieren 
also drei nnabfaingige Gleichungen* so dass man daher, wenn 
Ten Ihnen drei gegeben sind» die fibrigen beatimmen iomn. So 
ergibt sich x. B.» wenn n» 8, n gegeben sind, der Werth von 
indem man m und » aaa den Gleichungen (I), (2) und (3) eli- 
miniert Man erhSit dann: 

t +2d(d-l) + |x(x-l) + 6d.«. 

Eine sehr braucliliare Formel erhält man noch durch Sub- 
tnietioo der Gleichungen (2) und (1) und nacbherige EliaHMtion 
100 mittelst (5). Dies gibt nämlichs 

(7) 2(a--T) =(ii— + 9). 



•) Caylei/, Rechercheff $nr r^h'minaHon et .sur la thiorie de» oowitet* 
{Grelles Journal, T. 34. Berlio, ^imer, 1847. & 43). 
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Die obisren ivichtigen Relationen zwischen der Ordnung, 
der t lasse und den Singalaritöten* einer ebenen Curven sind 
von Piücker entdeckt*). 

IjOI* Weitere Relationen swincfcen der Ordnuni^, 
der Claime. and den Singalartt&teo einer Curre* Soll 
eiueCarre einen Doppeipnoct heben, ohne dasx'dieeer gegeben 
ist» so gilt das dke Bedingung. Zn diesem Zwecke genfigt 
CS nämlich» dass drei erste Polaren» die nicht au demselben 
Bflsehel geh&ren» einen gemeinschaftlichen Punet haben. Soli 
aber die Cnrve einen Stülstandspunct haben» ohne dass der^ 
selbe gegeben ist» das heisat also» sollen drei erste Polaren» 
die nicht au demselben Büschel gebSren» sich in einem Puncte 
berflhren» so ist das soviel als wwei Bedingungen« Hat daher 
eine Curve i»-ter Ordoang H Doppeipnncte nnd % Spitzen» so 
Ist sie nach Nr. 34. dnrch ij|(fi-f3)— d--2« Bedingnngen be- 
stimmt. Dem Princip der Dualität nach bestimmen folglich eine 
Cnrve der Jll^ten Classe» die t Doppeltangenten und » Wende- 
fangenten besitzen soll, im{m-\-Z)^%'^% Bedingungen. 

Laszen wir nnn die Zahlen n» m, %, t, $ sich auf die- 
selbe Carve bezieben» so moss die Gleichung bestehen: 

(8) inin + 3) - 5 "-2af 5= imim + 3)— t — 2*. 

Diese Pormel» die sich auch aus den Formeln (1)— ^(7) ableifen 
liesze, kann aber auch» wenn sie wie hier a priori abgeleitet 
wird, dazu dienen, um mit zwei beliebigen der Gleichungen 
(l)~(7) zusammen» die sämmtlichen andern aufzustellen**). 

102. Charakteristik einer Curve einer beliebigen 
Ordnung ohne vielfaohe PuTictc. Wir werden, von hier 
unsern Ausgang nehmend, im Folgenden die Eigenschalten einer 
Curve ft-ter Ordnung untersuchen, die wir in genügender All* 
gemeinbeit unter allen derselben Ordnung in der Art auswählen, 
dasz dieselbe, so lange wir keine andern Bestimmungen treffen, 
▼on der Ji(ii»l)-ten Classe sei» keinen vielfachen Punct be- 



*) Theorie der algebraischen Curven, S. 211, 
**) SalmoHt Higher plane cmves^ p. 92. 
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sitze, dagegen Sii(ii— 2) Wendepancte und Mii— 2)(ii2-'9) 
Doppeltangenten. 

Die ersten Polaren dieser Curve bilden ein Netz der (n — l)- 
ten Ordnung, die U es s e sehe Curve dieses Netzes berührt 6n 
in ihren 3fi(n — 2) Wendepuncten ; die Curve von Steiner für 
das Netz (Nr. 98ß.), die nach ^^. 88rf. auch die Steiner tcke 
Carve von Cn ist, hat die Ordnungszahl 3(» — 2)^. 

§. 17. 

IMe Curve, welclie eine Polare erzeugt» wenn mlgtla^ 
der Pol aneli bestinimtein C^esetse bewegt» 

103. Ordnung und Singularitäten der Einhöllen*' 
den der geraden Polaren der Puncte einer gegebenen 
Curve. Wenn ein Punct, als Pol in Bezug auf die Funda- 
mentalcurve Cn aufgefaszt, sich auf einer zweiten Curve Cm der 
191-ten Ordnung bewegt, so werden die geraden Polaren von 
einer Curve K umböllt, von der wir scbon in Nr, 81. fanden, 
dasz sie von der m{n — l)-ten Classe sei. Die Tangenten, 
welche von einem beliebigen Puncte o sich an die Curve K 
legen lassen, sind die geraden Polaren der m{n-^\) Puncte, in 
denen Cm von 'der ersten Polare von o in Bezug auf Cn ge- 
sebnitten wird. 

a* Ordnung nnd Singularitäten der Curve K. Ist 
O so gewählt, dass seine erste Polare Tangente von Cm wird, 
so fallen zwei der geraden Polaren durch O in eine zusammen, 
und es ist also o nach Nr. 30. ein Punct der Curve K, die sich 
daher als Ort der Pole auffaszen laszt, deren erste Polaren Cm 
barflbren. Diese Eigenschaft gibt das Mittel, die Ordnung von 
K zn finden, das heiszt, die Zahl der Durcbschnittspuncte einer 
beliebigen Geraden L mit K. Die ersten Polaren der Puncte 
▼on L bilden nämlich nach Nr. 77. ein Corvenbflschel, und es 
sind also naebNr.87e, sobald wir annehmen, Cm habe d Dop- 
pelpuncte und % Spitsen, In £ J9i(m-f Sn-'S)— (3d-h3x) Puncto, 
deren erste Polaren Cm berflbren, das heisst, die Ordnniig«- 
nabl von K ist gleieh 

m(m + 2« - 5) -(2d + 3»). 

Cr« mena. Ebene CuntM, 10 
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Es ist augenblicklich klar, dasz die Wendetangenten von K 
die geraden Polaren der Ruckkebrpuncte von Cm fiind. K hat 
daher % Wendepuncte. 

Da v/\x jetzt die Classe, die Ordnung und die Zahl der 
Wendepuncte von K kennen, so finden vrir mittelst der in den 
ISrn. 99. und 100. entwickelten Formeln von Pläcker, dasz 
dieselbe auszerdem 

4t«i(m+2«-6) -(2d+3«) \^^m(ßm + 6»-2l) + lOd + V» ' 

Ooppelpuocte, 

3ffi(m H- «--4) _(6d -f 8») 

Spitzen und 

^»i(»-2)(»i»— 3) + d 
Doppeltangenteo besitzt. 

b. Uebertragung des Gefundenen auf ein Curven- 
netz. Nun ist es klar, dasz jeder Doppelpunct von K der Pol 
einer ersten Polare ist, welche Cm in zwei verschiedenen Pon- 
cten berührt; dasz ferner ebenso jede Spitze von K eine erate 
Polare hat, welche mit Cm eine dreipunctige Berührung ein* 
geht» und dui jede Doppeltangente von K, als gerade Polare 
betrachtet, entweder nwÄ verschiedene Pole auf CW bat, oder 
awei in einen Doppelpnnct von iim vereinigte Pole. 

Da nnn die Eigensehallen des Systems der ersten Polaren 
In Bezug anf Cm sich auf ein beliebiges Curvennets ansdebaen 
lassen» so erhalten wir ans dem Vorhergehenden die Sfttze: 

Lehrsatz I. Die Zahl .der Cutren eines Nei%ee der 
{n — l)'ten Ordnung, welche eine gegebene Curve m^fer 
Ordnung, die ö Doppelpuncte und % S^iiten besiHtl, in wmH 
Punelen beruhten, ist gleich: 

4 1 mim + 2n — 6) — (2d + 3x) 1 2 — »1(5 w + 6» — 21) + 1 ÜJ — V 3c. 

Lehrsatz IL Die Zahl der Cwrvm Meses NeHtes aber^ 
düs mU der Curve m-ter Ordmmg ekie dre^^metlge Be^ 
rMrunff eingehen, iei gleich: 

Sm(m + «— 4) -.(6<5 + 8x) 



♦) Bischof/, a. a. O. S. 174— 176. 
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€• Zahl der Pancte einer Curve, deren erste Po- 
laren die Corve selbst berühren. Jeder Punct von IT iet 
der Pol einer ersten Polare, die Cm berührt, so dasz, wenn 
man die Durehschnittspuncte von K und betrachtet, sich * 
der Satz ergibt: 

Lehrsatz III. In einer Curve Cm der m-ten Ordnung 
mit 6 Doppclpuncten und x Spit%en gibt es w2(w-|-2n— 5) 
— — 3x) Pftnete, deren erste Polaren in ßemg auf Cn 
die Curve Cm berühren. 

Ist m = 1» 80 entsteht hieraus: 

Lehrsats IV. ^ ehur beX^Öigen Oeraden gibt es 
2(n— 2) Puneie, deren erste Maren in Bemg auftüe Am- 
damentalcurve Cn die gegebene Oerade selbst berühren, 

ist die Gerade eine Tangente von so fallen swei dieser 
2(a — 2) Pole mit dem Berfifarnngspuncte zusammen, es gibt 
folglich in einer Tangente von Cm noch 3) Pancte, fOr 

wefohe die erste Polaren nach die Tangente selbst berfibren« 

d. Die Cnrve Cm und Cn sind dieselben. FSlIt in 
obiger Untersuchung die Curve Cm mit Cn zusammen^ so besteht 
die Corvo K offenbar aus Cm selbst nnd ans deren Wendetangen- 
ten, 80 da8z ein jeder Punct der Curve und der Tangenten nach - 
Nr. 71, nnd Nr. 80. ein Pol einer ersten Polare Ist, welelie die 
Fondamentalenrve berfihrt' In diesem Falle sind die Doppel- 
punete von K die Dnrebschnittspuncte der Wendetangenten mit 
der Curve C«; die Spitzen von K werden durch die Wendepoaete 
von Ciif jeden zweimal gezählt, dargestellt nnd die Doppeltan< 
genten von K sind die Doppel- nnd Wendetangenten von Cm. 

Die Doppelpuncte von K sind nach b. die Pide von eben 
sovielen ersten Polaren, welche die Grundcurve /weiinal berüh- 
ren. Ins Besondere bcnihrt nach Nr. 80., wenn O ein Diirch- 
schnittspunct zweier Wendetanirenten derselben ist, die erste 
Polare von o die Curve Cn in den beiden entsprechenden Wen* 
depunrfen, und ist o der Durchschnittspunct von Cn nnd einer 
Wendetangente, so berührt die erste Polare von o naih Nr. 71. 
Cn in o lind nach Nr. 80. im Berühruii<;spinicte der Tangente. 
Es gibt daber 2)(n— 3) erste Polaren, welche Cn zwei- 

mal berühren, und deren Pole auf Cm selbst liegen, und 

10* 
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|«(fi — 2) ! 3ii(w — 2) — l! erste Polaren, die ebenfalls zweimal Cn 
berühren, deren Pole aber autizerbalb C» liegen. 

e. Die (n — l)-te Polare von Cm» l>i<> CLir\e K, das 
heUzt die Einhüllende der (n--J)-ten Polaren der Puncte voQ 
Cmf heiszt die {n^lyte Polare von Cm% 

Setiea wir iii= so ergibt eich» da» die (»»])-te Po* 
lare einer Geradea Bt das heisst die Einhüllende der geradeo 
Polaren der Panefe von R, oder auch der Ort der Pole der 
ersten Polaren» die R berühren» eine Curve der (ii^])-teTi 
Classe und der ^Cn-^^Hen Ordnung, ist mit 3(fi— 3) Spitzen» 
2(fi— 3)(it— 4) Doppelpuncten und i(n — 2)(n— 3) Doppeltan«* 
genten. Das gibt den Sats: 

Lehrsatz V. Es gibt in Bezug auf eine gegebene Qrunä- 
eurve immer 3(n — 2) erste Polaren, ßr welche eine gege^ 
bene Oerade R eine Wendetangenie, 2(n — 3)(ii— 4) ereie 
Polaren, ßr welche R eine Doppeltangente ist, und autzer- 
dem K»— 2)(»-~3) Gerade, deren Jede wwH Pole auf R kat, 

f* Deppelte Definition der ersten Polare ^ines 
Punctes* Geht die (» — l)-te Polare der Geraden R durch 
einen gegebenen Punct 0, so ist dieser der Pol einer ersten 
Polare» welche nach b. R berührt. Folglich wird» wenn die 
^fl^l).te Polare sich ändert, indem sie sich um den festea 
Punct O dreht, die Gerade if von der ersten Polare von o um- 
hüllt Wir haben somit zwei Definitionen der ersten Polare 
eines Punctes: 

Lehrsatz VI. Die erste Polare eines Punctes o ist der 
Ort der Pole, deren fw — Polaren sich in o schneiden, 
und auch die Einhuilende der Geraden, deren (n — iyie 
Polaren durch o gehen. 

104. Einhüllende der Polaren derselben Ordnung 
der Puncto einer gegebenen Curve. Es bewege sich ein 
Pol p auf einer Curve Cm der m-ten Ordnung» di& d Doppel* 



*') Es ist also für das Folgcadc sehr woi zwischen Polare eine« ii'uuctci 
und Tularc einer Cuive zu tintcrscUeiden. 
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poiKSie und x Spitzen hat. Von welchem Index ist dann die 
Reihe (deren Deönition wir in ISr. 34. gaben), welche durch die 
r-ten Polaren von p in Bezug auf die Fundamentalcnrve Cn ge- 
bildet wird, und von welcher Beschaffenheit ist ihre Einhüllende? 

a. Index der II ei he der r-ten Polaren. Geht die 
r-te Polare von p durch den Pünct o, so liegt nach Nr. 69«. 
der Pol auf der (n — r)-ten Polare von O, das heiszt, er ist einer 
der r.m Durchschnittspuncte dieser Polaren mit der gegebenen 
Curve Cm. Durch 0 gehen also i'.tn r-te Polaren von Puncten, 
die auf Cm liegen, das heiszt, die r-ten Polaren der Puncte 
TOD Cm bilden eine Reibe vom Index r.m. ^ 

b. Die (ii--r)-te Polare berührt Cm* BeHIhrt 4ie 
(ft~r)-te Polare von a dieCorve Cm in eieeai Puncte, eo fallen 
In o xwei r-te Polaren sasamnieD, und o Ist ein Panct der £in- 
hdUenden der Curven der oben gegebenen Reihe. Daraus flieszt 
der Sats: 

Jjehrsatz VII. Die Einhüllende der r-ten Polaren der 
Puncte einer Curve Cm ist gleichzeitig der Ort der Pole 
der iH'—r)-ien Polaren, welche die Curve Cm berühren. 

C. Or d n u n g s z ab I der i n h allen d e n der r-ten Po- 
laren; r-te Polare einer Curve. Welches ist die Ordnung 
dieses Ortes? oder wieviel Puncte liegen auf einer beliebigen 
Transversale L, deren (» — r)-te Polaren eine gegebene Gurve 
Cm berQbren? 

Die (»•»r)-ten Polaren der Puncto der Geraden L bilden 
nach o. eine Reibe der r-ten Ordnung vom Index (ii—r). Nacb 
Nr.87€i. berahren daher (n— r)|ffi(M<h2r— 3)— 3«)} von 
Ihnen die Gurre Cm^ l^ioa gibt den Satz: 

Lehrsatz VIII. Die Einhüllende der r-ien t*olaren der 
Puncte einer Curre der m-ten Ordnung mit ö Doppelpun- 
cten und k SpiUen ist eine Curve der Ordnung 

(ji— r){«i(« + 2r— 3)— (2d + Ss)). 

Diese Curve nennt man die r-te Polare der f^egebetien 
CurFe Cm in Bezug auf die gegebene Fundanientaicurve Cn*)- 

*) 5l0j»«r, «. A. 0. 8^i'3. llaa bewehte Mfiih die leMe Anautkoo^ 
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A Dia e^cte Polar« einer Cur?« von beetlmafer 
Clasoe. Setil man r« I and boielebnet die Gblwo dar Caive 
Cm durch m\ daa helaat« sattft maa 

mf = ai(fli- 1)— (24+^)f 

so bat man nach Nr. 99. den Satz : 

Lehraaf a IX. Die erste JMare einer Curee der m'^ten 
Claeeef dae Mrnst der Ort der foie der Geraden, weiche 
eie berühren, iet eine Curve der m^in-^lj-ten Ordnung* 

Diese Carve enthält die Puncte, in welchen die Funda- 
nientalourve von den Tangenten berührt wird, welche fiie mit 
der Curve der »»'-teu Claese gemein bat 

Far »' s= I kommen wir auf die ia Nr. 103/1 gegebene Da« 
finilioo der aralea Polaren aiaea Puoetee anrfiek« 

e, r-te Polaren einer Geraden. Kletzen wir m=l, 
«o eotfiteht: 

Lehraa^ts X. JHe r-te Polare einer Oeraden iet eine 
Curve der 2(r^l)(ii-^r)-lm Ordnung. IHe erste Polare 
einer Oeraden ist also von der nullten Ordnung. 

Die letztere besteht nach Nr. 77. wiridich nur aoa den (it — 1)^ 
Polen der gegebenen Geraden. 

Für r = «^1 erballan whr daa adion oben In Nr. 103a. 
gefundene Reaultat wieder. 

f, Methode, die Ordnung gewieier BlnhÜIIander 
zu haatlmman. Die Ordnung der r-ten Polare einer Chiradan 
ü kann man auch direct auf folgende Weise bestimmen. Wir 
bairacbten nSmiicb zu diesem Zwecke diese Cur?e als Ort der 
Oufchscboittsponcte zweier unmittelbar folgender Gurven der 
Reihe vom Index r und der (n — r)-ten Ordnung, welche nach 
Nr. 34. die r*ten Polaren der Puucte von R bestimmen. 

Ist a ein beliebiger Punet von H, so liegen die Pole der 
r-tan Polaren, walehe dureb a gaben, auf dar (n— r)-tan Po* 
are von a, die Jl in r Puneten af aehneldat Nehmen wir um- 
gekehrt einen baliehigan Punet a' auf Jff, ao achneldat aalna r-te 
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Polare diese Gerade in n — r Puncien a, Beziehen s\u daher 
die Puncte a und a' auf denselben Anfang so besteht unter 
den Abschnitten oa' eine Gleichung des r-teii (irades, und unter 
den Abschnitten oa eine solche des [n — 7)~ten Grades. Der 
Punct a liegt nun auf der gesuchten Curve, sobald zwei der 
r durch ihn gelegten r-ten Polaren zusammen fallen. Die Be- 
dingungvCglelchung, d<i&2 die obenerwähnte Gleichung fü'r oe^ 
zwei gleiche Werte hat, ist aber für die Coefficienten vom Grade 
2(r-l), und die für oa folglich vom Grade 2(r— l)(n-r). Die 
Gerade R hat also mit dem gesuchten Orte 2(r— — r) 
Puncte gemein und die Einhüllende der r-ten Polaren der 
Puncte einer Geraden ist daher eine Curve der 2(r — l)(n — r)- 
ten Ordnung. 

Dieselbe Betracbtoog kann man in vielen Fällen zur Be- 
stimmung der Ordnang einer Curve, welche die Carren einer 
Reihe einhüllt, anwenden« Ist x» ß. die Reihe von der r-ten 
Ordnang und vom Index s, und man kann eine Panctreihe con« 
straleren, welche ihr projectivisch ist» derart, dasz iwisehen 
den Gurven der Reibe und den Puncten der Geraden eine Be- 
gehung besieht^ naeh der jeder Curve nur ein Punet der Gera- 
den eotapricbt und umgekehrt« so Ist die Einhüllende von der 
2(r^I)#-ten Ordnung« Fflr # = 1 entsteht so der Sats: 

Lehrsatz XL Entspricht der Reihe der Tangenten 
einer Curve der r-ten Ciasse eine projeclivische Punctreihe, 
so ist die Ordnung der Curve einfach 2(r — 1). 

fi. Doppelte Definition der Polare eine« Punetes. 
Gebt die (»— r)-te Pobre einer Geraden durch einen gegelieoen 
Puoct 0, so ist dieser nach ö, der Pol einer r-ten Polare, 
welche diese Polare herQhrt. Folglich gilt der Satzs 

Lehrsatz X!l. Die r-te Polare eines Punctes 0, oder 
auch der Ort der Funde, deren {n — r)-te Polaren durch 
o gehen, ist auch die Einliüilende der Geraden, deren 
(n—r)-te Fotaren den Funct 0 enthalten* 

Wir haben senit sewol die Polaren der Puncte» als die 
der Curven auf doppelte Welse definiert» sowol als Orte» >le 
als -Einbdilende» und gerade to dieser doppelten Definition 
aebeint das Gebeimnies der so groeaen Frucbtliarbeit der Tlieorie 
der Polaren au liegen. 
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h, Sitze fiber Polaren voa Corven« la- o berflbre 
die r-te Polare eioer Curve C eine zweite Oacve €*• Nun be- 
rührt diese Polare, ie o eioe r*te Polare eines Punctee & von 
C und ongebehrt wird nach b, die Curve C in o' von der 
(ii«-r)-ten Polare von 0 berflhrt Aber die r-te Polare von & 
berfihrt In o aiueh CT» so dass endlicb die (n— r)-te Polare Ton 
0 in & die (» — r)-te Polare von C* berfibren wird. Das gibt 
den Satz: 

Lebrsatz XIII. Berührt die r-te Polare einer Curve 
C eine wmeite Curve €*, so berührt umgekehrt die in^r)'ie 
Polare von C die erete Curve C, 

i* SStse fiber Polaren yon Curven. Fortsetzung. 
Eine Gerade JI sei die (r — ])-te Polare eines Punctes 0 in 
Bezug anf die (ii**r) te Polare eines andern Punctes o', oder, 
was dasselbe ist — m. s. Nr.69tf. die (n— r}>te Polare von 
0' in Bezug auf die {r— ])-te Polare von o. Lassen wir R sieb 
bewegen, und von einer Curve C umhüllt werden, so ist der Ort 
des Punctes 0, wenn wir & als fest annehmen, nach d, die erste 
Polare von € In Bezug auf die (n — r)*te Polare von bleibt 
umgekehrt o fest, während B die Curve C umhfillt, so ist der 
Ort von o* die erste Polare von C in Bezug auf die {n — r)-te 
Polare Ton Folglich gilt der Satz: 

Lebrsatz XIV. Oeht d^ erste Polare einer Curve C 
in BeKug auf die (r— 1)-I<0 Polare einee Punctes o durch 
0*, so ifehi die erste Polare von Cin Reuig aufdiein—ry 
te Polare von & durch o und umgehehrt* 



105. Ort der verbundenen Pole eines beweglichen 
Poles. Die (« — l)-te Polare einer Curve Cm Her «i-ten Ord- 
nung ist nach Nr. 81. eine Curve K der m(n— l)-ten Classe. 
Dem entsprechend ist nach INr. 104 il» die ersten Polare von 
K eine Curve der i«{n— l)Men Ordnung. Diese Curve schlieszt 
auch die gegebene Cm mit in sieb ein, und es ist folglich K 
nicht nur die Einhüllende der geraden Polaren von Cm, sondern 
auch nach Nr. 103 a. der Ort der Pole der ersten Polaren, 
welche Cm berühren. Durchläuft also ein Punct o eine Curve 
Cm, so beochreiben die andern (n^l)* — 1 Pole der geraden 
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Polare von o eioe Curve dcf 1)* — «1 = mn(« ~ 2)-teD 

OrdouDg. 

ZvL diesem Resultate gelangen wir auch, bei der LUsiing 
der Aufgabe: Wenn ein Punct o sich auf einer beliebigen 
Curve bewegt, welche Curve beschreiben dann die übrigen 
Pole der geraden Polare von o? • 

Wir nehmen zuerst als die gegebene Curve eine Gerade ü 
an, und nnteritacben, in wieviel Puncten dieseibe den gesuchten 
Ort schneidet. Nach Mr. 103«. gibt es Sl)(»— 3) Gerade» 
deren jede zwei Pole anf Jl bat, folglich sind die (n— 2)(ii^3) 
Pole dieser Geraden ebenso viele Pnncte des gesuchten Ortes. 
Bedenken wir nun noch, dasz nach Nr. 906. in jedem Pnncte 
der Cnrve von Hesse zwei Pole ein und derselben Geraden 
zusammenfallen, dasz also die 3(n — 2) Dnrchschnittspuncte der 
Curve von Besse mit R auch dem gesuchten Orte angehören, 
so fibersehen wir augenblicklich*, dasz dqr gesuchte Ort 
(ii— 2)(ii— 3)+ 3(n— 2) Pnncte mit A gemein hat, das beiszt. 
derselbe Ist von der ii(ii<^2)-ten Ordnung. 

Ist nun ferner statt der Geraden eine beliebige Curve Cm 
gegeben, so müszen wir untersuchen, wie oft eine Gerade einen 
^ Pol anf Cm und gleichzeitig einen i$olchen anf einer beliebigen 
Geraden R hat Die verbundenen Pole der Pnncte von R He- 
gen nun aber, wie wir vor Kurzem nachgewiesen, alle auf einer 
Curve der «(n— 2)4en Ordnung, welche Cm in f)l.ii(ii— 2) Pnn- 
cten schneidet« Es gibt also 2) Puncte auf €mt deren 

jeder einen verbundenen Pol auf JI|iAt, und daraus folgt: 

Lehrsatz XV. Beschreibt ein Pol eine Curve m-fer 
Ordnung, so ist der Ort der ihm verbundenen Pole vim 
der m.nin—^yten Ordnung* 

106. Ort der Durchschnittspnntte der ersten und 
zweiten Polare eines sich bewegenden Punctes. Wir 
laszen sich einen Pol auf einer Curve Cm der m-ten Ordnung 
bewegen und untersuchen den Ort der Durchschnittspiincte der 
ersten und zweiten Polaren des beweglichen Poles in Bezug 
anf die Grundeurve Cn. Gebt durch den Punct t einer Geraden 
R eine erste Polare, so liegt der Pol derselben auf der geraden 
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Polare von die natürlich Cm in m Puticten schneidet, deren 
zweite Polaren die Gerade E in m(n — 2) Puncteu i' treffen. 

Nimmt man nmgekebrt einen beliebigen Punct f von ü; 
dnrcb den eine «weite Polare von i geben soll» so liegt der 
Pol dereelben anf der eooiecben Pola^ von t und diese be- 
rührt Cm in fli Paoeten. Die eraten Polaren dieser Ptinete be- 
stimmen nun auf JI 1) weitere Puncto i. Jedem Puncte 
t entsprechen demnaeb ffi(n— 2) Puncto und jedem Puncte 
r ebenso 2in(n— 1) Puncte f*. Es gibt deshalb in R nach Nr. 88. 

m(» -2)^2iit(»— l) =r «K3ii— 4) 

Puncte 2, von denen jeder mit dem entsprechenden Puncte t' 
zusarameniälit. Der Ort üt folglich eine Curve U derm(Sn—iy 
ten Ofdnung. Offenbar berührt dieselbe Cn >n den n.m Durch- 
schnittspuncten von Cm und Cn, so dasz also in diesen Punctea 
nach Nr. 71. die ersten und .zweiten Polar-eo sich untereinander 
und die Cur?e Cn berühren. 

Da ausserdem durch ebien Wendeponct der Gmndeurve 
nach Nr. 80. jede erste Polare eines beliebigen Pnnetes der 
betreffenden Wendetangente gebt, so musz die Curve O so oft 
durch einen Weodepunct Cn geben» als es gemeinschaftliche 
Puncto von Cn und der Wendetangente gibt ü gebt deshalb 
fli-mal durch jeden der 3ii(j|— 2) Wendepuncte von Cn% 

a. Die Curve Cm fällt mit zusammen. Fällt d 
mit Cn susammen, so enMIt U offenbar xweimal die Fnnda- 
mentalenrve» Sehen wir von dieser ab, so bleibt eine Cnrve 
der dfi(ii-*2}-ten Ordnung übrig» für welche die Wendepuncte 
von (» — 2)-fache Puncte sind. Durchläuft afeo ein Pol die 
GrundcurvOj so erzeugen die (n— 2)^2 Puncte in denen 
sich die erste und zweite Polare seboeiden» eine Curve der 
der 3fi(fi--3)-ten Ordnung die (n— 2) Zweige bat, welche durch 
jeden Wendepunct von Cn geben, und von denen einer mit Cn 
eine dreipuncftige Berflbrung eingeht. Dies ist sogleich klar, 
wenn man beachtet» dasz jede Wendetangente der Grundcurve 



*) Clebschy Ueber eine Clause von Klminationsprublcmm iind über einige 
Ptmcte der Thforie der Polaren. {Crelle-Borchard's Journal i T. 68. 
Berlin, Keimer, 1861, S. 279). 
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n — 2 Ptincte mit dieser gemein hat, nämlicii den Wwidepunct 
uud »—3 Atolkcfae üiirchscfaiuttsptiiicte. 

b. Ort der Diirchschnittspuncte der r-ten und 
*-ten Polaren eines Piinctes. Analog beweist man, dasz, 
wenn der Pol eine riir\e Cm beschreibt, die Dtirehschnitts- 
pnncte der r-ten und Ä-ten Polaren eine Curve der [m .n{r^ s) 
— *2w.r. *J-ten Ordnung erzeugen, welche die Grundcurve in 
den Durchfichnittspuncten derselben mit Cm berührt. Es ist 
dabei bemerkenswertb, dasz die Zahl m.n{r-\-s) — 'lm.r,9 sich 
nicht ändert» wenn man n-^r und n — s für r und # «^abstituiert. 

Anwendung^ auT Curven zweiter Ordnimn. 

107. Pol und Polare der Kegelschnitte. Nimmt man 
in den soeben auBeinandergesetsten Theoremen » = 2, so fol- 
gen «ehr lotereaeante Resultate fUr die Theorie der Kegel- 
schnitte. 

In der Ebene der Curve C2 der zweiten Ordnung sei ein 
Pol o aiigenomnien, dann ist nach Nr. 68. der Ort der coojugler- 
ten harmonischen Puncto von 0 in Bezug auf die Durchschnitts- 
puncte der Curve mit einer durch 0 s'elej^ten, um diesen Puiict 
sich drehenden Geraden die gerade Polare von 0. Geht die 
Polare von 0 durch einen zweiten Punct 0', so geht nach IVr. 69ö. 
umgekehrt die Polare von o' durch o. Alle Gerade, welche 
durch einen Punct o gehen, haben daher ihre Pole auf der 
geraden Polare von und es sind urogeicehrt die Puncte eioer 
beliebigen Geraden die Pole von Geradeiit die sich im Pole 
der gegebenen Geraden schneiden. 

Es hat also jeder Punct nur eine bestimmte gerade Polare 
und umgekehrt jede Gerade uur einen einzigen Pol. Daraus 
folgt : 

Lehreats I. JHe Punete einer Geraden äUden eine firO" 
jeetMeche PmetrMe dee von ihren reefieeHven Polaren 
gebadeten StralenMeeMep 

und hieraus weiter: 
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. Lehrsatz II. Das JJoppelverAäitnisz von vier Geraden 
die sich in einem Puncte schneiden, ist gleich dem Dop' 
pelverhäUmsfi der vier Pole dieser Geraden*). 

Nach Nr. 70. scbneldet die Polare eines Ptanetee o deo 
Fundameotalkegeischnitt io den Puncten« In welcheii dieser 
von Geraden die durch o gehen» herSfart wird. 

Betrachten ivir deo Fundamentalkegelschnitt als eine Curve 
xweiter Claeee, so folgte wenn wir durch einen beliebigen 
Punct einer gegebenen Geraden die beiden Tangenten der Corve 
ziehen, daea der zu der gegebenen Geraden in Bezug auf die 
beiden Tangenten zugeordnete harmonische Stral nach Nr. 82. 
durch einen festen Punct geht« nämlich durch den Pol der ge* 
gebenen Geraden. 

Zwei Figuren, deren eine die Pole und Polaren der Gera- 
den und Piinete der andern enthält, heiszen polarisch reciprok. 
Auf die wenigen Principien, die nir soeben auseinandersetzten, 
gründet sich die berühmte Metho le von Ponceiet**), raitteist 
welcher man von den Ei^enschalteo der einen Figur zu denen 
der andern Figur übergeht. 

106. Conjogierte Pole und Polaren. 



Zwd Pnncte o und o^, von dcn^ 
jeder anf der Polare des andern liegt, 
be&nen eonß^iarU Die nabe- 

grenzle Zahl von Paarea conji^er- 
ter Pole, welche auf einer Geraden 
liegen, bilden eine qnadratisdie Invo- 
latioQ, deren swelfacbe Pnncte die 
Dorchschnittspancte des Kegelsdtnit- 
tC8 mit der Transversale sind. Folg- 
lich sind die Puncte des Fundamen- 
talkegelechnitteB sich selbst conjugiert 



Die Poleren sweier coi^ugierter 
Pole, dae hdest swei Gerade, Ton 
denen Jede dnrdi den Pol der andern 
gebt, hdeien an^fugkrie Fiolaren, Die 
unbegrenate Zahl conjngiertw Pola- 
ren, die alle durch denedboi Ptmet 
geben, bilden eine qiiadraliscdte Imo- 
lution, deren Doppelstralen die Tan- 
genten des Pnndamentalkegelechiritte 
sind, die man durch den gegebenen 
Punct an denselben legen kann. Folg- 
lieh sind diese Tangenten sich selbst 
coiyugierte Polaren. 



•) Cha sles * Memoire de g^omürie mr deux priiicipes giniraux d^ la 

science etc. (Memoires couronn^s par rAcaU4mie B. de BroxeUes, t. U, I8d7, 
p. 582). 

•*) PonceUt, TraiU des proprio^ projecUves desjigurest Paris, 182Ä. 
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a, Coujugierte Dreiecke und Ureiseite. 



Zwei coiyngiertc Pole und der Pol 
der Geraden^ welche dieselben verbin- 
det| bestimmen ein Dreieck, in dem 
jede Seite die Polare des Gcgcnschei- 
teis ist. Das so bestimmte Dreieck 
heiszt dem gegebenen Elegelschnitte 
conjugiert. 



Zwei eonjngierte Folarell nnd die 

Polare ihres Durchscliiiittspnnetes bil- 
den ein Breiseit, in welchep jeder 
Scheitel der Pol der Gegenseite ist. 
Dieses Drciseit hciszt dem gegebenen 
Kegelschnitt conjugiert. 



b. Eigenschaften des einem Kegelschnitte ein- 
geschrieben en \ lercckö und des demselben unige- 
schriebeoen Vierseits. 



Zieht man dnrclt den Pnnet p zwei 
TransTerMlen, welche einen Kegel- 
schnitt in den vier Pnneten fr, e; o, d 
schneien, nnd nnd 7« r die Dnrch- 

schnittspunctc der Gei'adonpaare(oa)^ 
nnd (06, ccf), so ist qr die Polare von 
p, und es ist also im Dreieck pqr 
jeder Scheitel der Pol der Gegenseite. 

Dies ist eine unmittelbare Folge aus 
den in Nr, 5. auseinanderf^esetzten Ei- 
geuschalten des vo!lstündij;en Vier- 
ecks abcd. Daraus ergibt sich: . 



Lehrtata m. AUe emem voU- 
tiSndigtn Viereck umgeschriebenen Ke- 
geUcknilte sind dem DreiedCy welches 
durch die drei Diagona^jumeie jf^tUdtt 
wird, cotffv^fierU 



Zidit man dnrdi awei Fnnete ei- 
ner Geraden P vier Tangenten B, C; 
A,D«a einen gegebenen Segelsdmitt 

und sind Q und R die Geraden, wel- 
che durch die Pnnctepaare (O^, B*D) 
und (A'B^ OD) gehen, so ist der Pnnct 
Q'R der Pol der Geraden P, und es 
ist also im Drciseit PQR jede Seite 
die Polare dp? Gec'Cüscheitcls. Dies 
ist eine unmittelbare JFolge ans den 
in Nr. 5. auseinandergesetzten Eigen- 
schaften des vollständigen Vierseits 
ABCD» Daraus ergibt sich: 

Lehr a ata III'* Alle einem Vkr- 

seit eingeschriebenen Kegelschnitte sind 
dem von den drei Diagorudm g^Mde^ 
ten Dreiseiie eoiyugwrt 



C, Gemeinschaftliche conjugierte Dreiecke oder 
Dreiseite xweier Kegelschnitte. Nach Nr. 89. ist im 
Aügemeinen ein Puoct, der in Bezug auf zwei Curven eines 
ßüschels dieselbe gerade Polare bat, füir eine Cnrve des Bü- 
schels ein Doppelpunct, das heiszt, zwei Kegelschnitte künnen 
anaxer' dem Dreieck, deazen Scheitel die drei Doppelpuncte 



y» ISS. M6iiair§.Mr In Aiorü du polaärt» r^ciptoguts. {Cr^lU» Joamel, 
T. 4. Beditt, Reimer 1829. S. 1). 
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dM Bfiaelieia siod, das dntdi sie bestimnit wird, Irefo weiteres 
gemeinsebaftliches conjugierCes Dreiecli liaben. Es sind daher 
die Diagonalpuncte des vollstSedigen Viereciis, das durcb die 
gemeinschaftliclien Dorehacliiiitlspttiicte sweier' Kegelsebnitte 
gebildet wird, und die Diagonalen des rollstandigen Vieraeits, 
das durcli die gemeinschaftlichen Tangenten dieser Kegel« 
schnitte entsteht, bezuglich die Scheitel und die Seiten des 
einzigen Dreiecks, das beiden Curven gleichzeitig conjugiert ist 

d. Besonderer Fall des Satzes von Pascal. Der 

^atz von Pascal in INr. 45c. für ein einem Kegelschnitt ein* 

gesell rieheiies Sechseck liefert, wenn man den zweiten Eck« 
puiict (lern ersten unendlich nahe nimmt, und ebenso den fünften 
unefHilicl) nahe (iem vierten, die folgende Ueziohung zwischen 
vier Puncten eines Kegelschnittes und den Tangenten in zwei 
derselben : 

Lehrsata IV. Ist ein Viereck einem KegeisckmUe ein- 
geschriebent so schneiden sich die Tangenten durch wei 
der Eckpuneie anf der Verirtndungegeraden wmeier Dkiga- 
naipuncte, 

Hieraos schlieazt man leicht» das die Diagonalen des aus 
vier Tangenten eines Kegelschnittes gebildeten Vierseits die 
Seiten des Dreiecks sind, dessen Scheitel die Diagonalpuncte 
des durch die vier Berährungspuncte gebildeten Vierecks sind. 

e. Nefs s weiter Ordnung. Sind von einem vollstän- 
digen Vierecke abcd die drei Diagonalpuncte p, g, r und ein 
Scheitel a gegeben, so ist dasselbe nur auf eine einzige Weise 
bestimmbar. Es ist nämlich der Scheitel ö der zu a in Bezug 
auf die Puncte zugeordnete harmonische Purict, in denen pg 
und pr die Gerade ar schneiden; u. s. vv. Fol«i;licli bilden die 
Kegelschnitte, welche durch denselben Punct a gehen, und 
demselben Dreieck pqr conjugiert »ind, ein Curvenbüschel und 
wir haben daher nach Nr. 92. : 

Lehrsats V. Die GesamnUkeU der KegeieeknU^, die 
einem geg^enen Dreiecke conjugiert eind, äUdei ein IfeiB, 

f. Nets xvFsiter Ordnung. Fortsetsung. Die Cur* 
veii diesea filflochilo, welche einen gegelienen Aliachnitt oo* 
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harmonisch teilen, bilden ein Curvenbiischel. Ut nämlich i ein 
beliebiger Punct, so haben alle Kegelschnitte, die durch i gehen^ 
drei weitere Puncte geraein, das beisit nach Nr. 49. schneiden 
ste die Gerade 00' in Punctepaaren, die in Involution stehen« 
Nach Nr. 25 a. aber bilden die Punctepaare» weiche 00* harino* 
nisch teilen, ebenfalls eine Involution und die beiden Involutio- 
nen haben ein Paar conjugierter Puncte gemein ; durch i geht 
also nur ein einziger Kegelschnitt des Netaes, der den gegebe- 
nen Bedingungen Genüge leistet, w. z. b. w. Mit andern Wer« 
ten^ das Neta enthält ein Kegelschnittsbaschel, für dessen 
einaelne Curven die Pnncte a und & conjugierte Pole bilden. 

Zwei Büschel eines iSetzes Ijaben immer eine Curve ge- 
mein. Sucht man daher den Kegelschnitt des Netzes, für 
welchen 0 sowol zu o' als zu o" conjiigiert ist, oder, was das- 
selbe ist, für MoI( fion O die Polare o'o" hat, so läszt die Auf- 
gabe nur oinc einzige Auflösung zu, das heiszt, es gibt nur 
einen Kegelschnitt, in Bezug auf den ein geijebenes Dreieck 
coujugiert ist, und ein gegebener Punct der Pol einer gegebe* 
nen Geraden. 

ff. r^edingune:, unter der zwei Dreiecke demsel- 
ben Kegelschnitte conjui;iert sind. Es seien p{ir und 
p'q'r' zwei dem Fundaraeatalkegclschnitte conjugierte Dreiecke; 
s und t die Puncte, in denen die Geraden p'g' und p'r' die 
Gerade qr j=irbneiden; s' und /' die Puncte, in denen q'r' von 
pq und pr gesrbniften wird. Offenbar sind dann die Polaren 
der Puncte g, r, s, t die Geraden p{r, q, j ', g'), welche q'r' 
in den Puncten t\ 8\ r', q' schneiden. Das System dieser vier 
' Geraden und das ihrer vier Pole hat nach Nr. 107. daaaelbe 
anharmoniache Verhältniszy das heiszt es ist 

{qrst) — {t's'r'gf), 

also auch nach Nr. 1. 

das heiszt, die vier Geraden pq, pr, p*q^, p'r' schneiden die 
Geraden qr und q'r' in zwei Systemen von vier Puncten, die 
dasselbe Doppelverhältnisz haben. Die sechs Seiten der bei- 
den gegebenen Dreiecke bilden daher nach Nr. 60. ein Sechs- 
seit von Brianchom, Ausserdem haben aber die beiden 
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BOschel von je vier Geraden p'(9,r,^,y) nni p(g,r,^,r*y 
ebenfalls dasselbe anharmoiiisifhe Verbftlfniss, se dass nach 
Nr. 59. die sechs Scheitel der ehen bendUteo Dreiecke ein 
Sechseck von Pascal*) bilden. Daraus folgt: 

Lehrsatz VI, £^nd zwei Dreiecke einerri Kegelschnitte 
vmgeäehrieben, so sind sie auch einem meüen Kegei- 
schnUte eingeschrieben, und umgekehrt, 

Lehrsatz VII. Damit %wei Dreiecke demselben Kegel- 
schnitte co7ijuffiert .sind, ist notwendig aber auch hinrei^ 
chend, das^ sie einem andern Kegelschnitte umgeschrieben, 
Oder einem dritten Kegelschnitte eingeschrieben sind. 

Diese Eigenschaft kann man ancb dabin aussprechen, dass 
ein Kegelschnitt, der fiinf von den sechs Seiten sweier einem 
gegebenen Kegelschnitt conjugierter Dreiecke berührt, auch 
die sechste berQbrt, und dass der Kegelschnitt, welcher durch 
fünf der Scheitel dieser Dreiecke geht, auch durch den sechsten 
beschrieben ist Hieraus folgert sich: 



Lehrsata VUI. Berührt ein 
Kegehchm'tt die Seiten eines einem zwei- 
ten Kegelschnitt conjugierten Dreiecks, 
so sind eine unbegrenzte Zahl anderer 
diesem letzteren conjugierter Dreiecke 
dem ersten Kegelschnitte umrjeschriebenj 
das heissty die Tangenten, welche vom 
Pole einer jeden Tangente des ersten 
Kegelsehnittes in Bezug auf den mi' 
tm an beide KegekdualU gelegt wer^ 
den können, WH«» em hamomeekee 
StralenbfUM* 



Lehrsatz VIII'. Geht ein Ke- 
gelschnitt durch die Scheitel eines einem 
zweiten Kegelschnitte conjugierten Drei- 
ecks, so ist er noch einer unbegränzttn 
Zahl anderer dem letzten Kegelschnitte 
conjugierter Dreiecke umgeschridten, das 
heiszt, jeder Punct des ertt^ 
^mtte itt in Bezug auf den z»eiten 
der Fiel einer Geraden^ whAe die bei- 
den Qirven m vier Ihsmumieehen Ihm- 
den eehnmdeL 



109. Lehrsatz von Hesse. Die einem Viereck abcd 
umgeschriebenen Kegelschnitte werden nach Nr. 49. von einer 
beliebigeu TrausYcrsale io Punctepaaren geschnitten, die eine 



♦) Steiner, Sj/stemoHsdte £niwidcdung der JJbhSngigkeä geoaMtrieeker 
Gestaltenden einander, Berlin 1882, S.808. (Aufe. 46). — Chaeie^e, 
Memoire ntr Ue lignee an^ointee dane lee eorn^KM. (Journal de M. Liou- 
«H/f aoftt 18S8, p.396}. « • * 
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Involtttioo bilden. Unter diesen Regelscbnitteii sind drei, die 
ans einem Paar gerader Linien bestehen; su dasx also die 
Paare von Gegenseiten (bc, ad), (ca, öd) (aö, cd) des Vierecks 
die Transversale in sechs Puncten af, (tii ö', öi; c*, Ci schnei- 
den, die in Involution stehen '^). Werden umgekehrt die Seiten 
eines Dreiecks aöc von einer Transversale in den Puneten n', 
ä*, geschnitten,- and sind diese Puncto mit den Puncten n,, 
ölt Ci derselben TransTersale in Involution, so schneiden sich 
die Geraden aotf ce^ in demselben Puncto if. 

Es sei nun ein Dreieck abc gegeben, deszen Seiten de, 
Cff, ab eine Transversale bezüglich in den Puncten a', ö', c' 
scbneiden; ausserdem sei ein Kegelschnitt gegeben, lÜr welchen 
die Puncte «i , , Ci, die in derselben Transversale liegen, 
die respect. conjugierten Pole von a\ b\ c' sind. Unter diesen 
Bedingungen sind nach Nr. 108. die Punctepaare ; h*, by^ 

c\ Ci in Involution und die Geraden aai , bb^ , cci gehen folg- 
lich durch denselben Punct d. Setzen wir nun noch vornus, 
dasz a und b die i es jicctlven conjut^ierlen Pole von a' und b' 
sind, so sind aai und bbi bezüglich die Polaren der Puncte a' 
und b', so (lasz dann d der Pol der Transversale ist. Die Po- 
lare von c* ist daher auch cc^f und die Puncte c und c* sind 
ebenfalls conjogierte Pole. Wir haben somit den Satz: 

Lehrsatz IX. Bilden die Endpuncte zweier Diagonalen 
aa' und bb* eines vollständigen Vierseils in Bezug auf ei- 
nen gegebenen Kegelschnitt zwei Paare conjugierter Pole, 
so sind auch die Endpuncte der dritten Diagonale cc' con- 
jugierte Pole für demeiöen Kegelschnitt**). 



*) Fallen die Fnncte a, fr, d paarweise ensammco, das heisztf be- 
rfthren aidi die Kegdedbiiitto des Blisehels in zwei Puncto a und e, so 
ledndercB sich die !>dden Paare von Gegenseiten des Vierecks nuf die Bc- 
rfihntngssduae ac, als das System /.wcicr zusammenfallender Geraden l>e- 
trachtet. Das dritte Paar (}^nseiten wird durch die den beiden gegebenen 
KegeJßcbiiitten gemein schtiftlichen Tangenton gebildet. Folglicli bestimmen, 
wenn ein Kegelschnitt und zwei soinpi* TaT)p:ontcn von einer Transversale 
geschnitten werden , die vier Durehsehiiittspunctc eine quadratischen Involu- 
tion, doicn einer Doppclpunct auf der Berühmngssehnc Hegt. 

♦♦) Hesse, De octo pjinrth intersectionis trium superfioUrum secundi 
ordma. (Dissertatio pro venia legendi), Kegiomouti , 1840, p. 17. 

Crem«a«9 Skvn» Ourv». 11 
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110. Heciproke Polaren. Dorchlault ein Pol eine ge- 
gebene Curve Cm der JW-ten Ordnunir, die S Doppelpuncte und 
X Spitzen hat, so hüllt die gerade Polare in Bezug auf den 
FundamentalkegeUchnitt eine zn-eite Curve der m-ten Classe 
mit 6 Doppeltangenten und x Wendepuncten ein, die nach 
Nr. 103. auch der Ort der Pole der Tangenteo von Cm ist 
DiMe beiden Gurven heissen redproke Polaren, 

a. Fälle, wenn die Fundaroentalcurve aus zwei 
Geraden oder zwei Pnncten besteht. 



Irt die rnadaiiieDtalciirve das 
Syateni sweier Qerata, die si^ im 
Functe i •chneiden, ao geht dio Po- 
len jedes beliebigen Fnnctes o du^ch 
«, und sie ist nach Kr. 736w der oon- 
jiigiwle hermoiiiselie Straf von m in 
Benig auf das Stralenpaar, ans denen 
der Fundamentalkegelschnitt besteht. 
Die Polare des Fanctes t selbst ist 
aber nach Kr. 72. unbestimmt, das 
hdsst, jede beliebige Gerade der 
Ebene kann als Polare von i ange- 
sehen werden. Hieraus i )l*:t. dasz 
jede Gerade, die durch i gelil, eine 
unbegrenzte Zahl Pole hat, die alle 
in einer zweiten Geraden liegen, die 
gleiclifallö durch i geht, während eine 
Gerade, die nicht durch t gezogen 
ist, nur diesen einsigen Punct als Pol 
hat«). 



Ist die FimdaxiientBleurTe alS: 
jBinhfUleode iwdter Classe angeteihen» 
ein Pnnct^aar o, o', so liegt der 
Fol einer jeden Gwaden B auf der 
Geraden oo\ und der Abschnitt oo* 
wird dnrdi dmi Pol und die Polare 
harmonisch getmlt. Der Pol der 
Geraden oo' aber ist unbestimmt, das 
liciszt, jeder Pnnct der Bbene kann 
als Fol dieser Geraden angenommen 
werden. Jeder Punct der Geraden 
00* selbst hat also eine unbegrenzte 
Zahl Polaren, die sich alle in einem 
7,\veiten Puncto derselben Geraden 
öchnriden, während ein beliebiger 
auiszerhalb oo' gelegener Punct nur 
diese eine Gerade oo* selbst «ur Po- 
lare hat. 



Ist daher eine Curve der 7'-ten Ist daher eine Curve r-ter Ordnung 
Classe pppreben, als Einhüllende von gegeben, so ist ihre rcciproke Polar(\ 
geraden Linien betrachtet, so i«t ihre das heiszt die Einhüllende derPoluren 
reciproke Polare, das heiszt der Ort ( ihrer Poncte, das System von r Pun- 



*) Ist der Kegelschnitt ein System zweier zusammenfallender Geraden, 
so stellt diese die Polare eines beliebigen Punctes der Ebene vor. Es ist 

klar, dasz in diesem Falle jede Gerade in der Ebene den Kegelschnitt in 
zwei zusammenfallenden Puncten schneidet. Analoges läszt sich von einem 
Kegelschnitt, «Is Einhüllende betrachtet, sagen, welcher aus dem System 
zweier zusammenfallender Puncte besteht. 
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▼on r Geraden, die durch i gdien, 
md die der Beihe nach die conjn- 
gierten han&onischen Slralen der r 

Tangenten sind, die man von i an 
die gegebene Curve in Bezug auf die 
beiden Geraden, aus denen be- 
steht, legen kann* 



cten, die «Immdieli mH o und in 

gerader Linie lieg» und in Bezog- 
anf diese beiden Puncto dSe conjugier* 
ten harmonischen Functe ietDwetb^ 
schnittsponcto der gegebenen Curve 
mit der Geraden oo' sind. 



ö, Curve von Hesse eines Netzes zweiter Ord- 
dnung. Unter Annahme der links stehenden Voraussetzung 
ist augenblicklich klar, dasz i der Scheite! eines jeden conju- 
gierten Dreiseits sein wird, und dasz zwei Seiten dieses Drei- 
seits mit den i)eideii («( raden, aus denen die Fundamentaicurve 
besteht, ein harmonisches Stralenbüschel bilden. Ist unigekehrt 
ein i^eiiehenes Dreiseit einem Kegelschnitte conjusriert, der aus 
dem JSystem zweier Geraden besteht« so müszen diese sich in 
einem der Eckpuncte schneiden und mit zwei Seiten dieses. 
Dreiseits ein harmonisches iitralenbäschel bilden; speciell wird 
eine jede Seite des Dreiseits, als das Nystem z\veier zusam- 
menfallender Geraden betrachtet, einen dem Dreiseit conjugier- 
ten Kegelschnitt darstellen. Die drei Geraden, welche das Drei- 
seit bilden, enthalten folglich sämmtiiche Doppetpuncte der 
Kegelschnitte, welche diesem Dreiseit conjugiert sind, and es 
gilt daher nach Nr. 92. ond Nr, 108c. der Satzs 

Lehrsatz X. Die Curve von Hesse eines Net^s, das 
durch die einem gegebenen Dreiseif conju0erten Kegel- 
ackttilte gebildet wird, ist dieses Dreiseit selbst. 

III. Reciproke conische Polaren. Dem allgemeinen 
Theorem in Nr. 110. gemäss ist die reciproke Polare eines 
Kegelschnittes K in Bezug anf einen andern Kegelschnitt 
ein dritter Kegelschnitt K\ Die beiden Curveo K und K' haben 
dabei die Besiehung unter einander, dasz die Tangenten eines 
jeden von ihnen die Polaren der Puncte der andern in Be- 
zog auf Ci als Fundamentaicurve sind. In den vier Paneten« 
welcbe die Gruodcurve mit K gemein hat, wird sie von den 
vier Tangenten, die sie mit K' gemein hat, berührt, und es 
sisd somit nach Nr. lOSt^. die drei Kegelsebnitte K und M' 
ein imd detnselkiftii Dreiecite conjogiert. 

II* 
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FortsetsnDg. Ist il die Polare des Piiociee r in Be- 
zug aaf Xf und sind und R hesflglich der Pol nnd die Po- 
lare von jk ond r in Bezog auf C»» so moss ofenbar f der 
Pol von Jf in Bosog aaf K sein. 

b* Einem Tioreck oder VieriTeit um- oder einge- 
schri ebene rectprolce eonische Polaren. Die gemein- 
scbaftlichen Dorchscbnittspunete der beiden Curven K und 
sind in Bezug auf die Pole der gemeinscbafilichen Tangen- 
ten derselben Kegelscbnifte. Hieraus folgert sieb, dass» wenn 
mehrere Kegelscbnitte ein und demselben Viereck nmgescbrie* 
ben sind> ihre reciproi^en Polaren ein und demselben Vierseit 
eingeschrieben sein werden» nnd da die ersten Kegelscbnitte 
von einer beliebigen Transversale in Ponctepaaren, die in In- 
volution stehen, geschnitten werden » so stehen auch die Stra- 
lenpaare, die man von einem beliebigen Puncto an die einem 
Vierseit eingeechriebenen Kegelschnitte legen kann. In Invo- 
lution. ^ . 

c. Zahl der Kegelschnitte, für welche zwei ge* 
gebene Kegelschnitte reciproke Polaren darsteilen. 
Sind die beiden Kegelschnitte Jtund JT a priori gegeben, schod* 
den sich dieselben in den Puncten a, 6, e» d und haben sie 
die gemeinschaftlichen Tangenten A, B, C, A so musa der Ke- 
gelschnitt, in Bezog auf den K und J7 reciproke Polaren vor- 
stellen, nach Nr. III. dem Dreiecke eonjoglert sein^ das durch 
die Diagonalpuncte des Vierecks abeä nnd durch die Diagona- 
len des Vierseits ABCB gebildet wird (m. s. Nr. 108 c.). Um 
diesen Kegelschnitt vollstSodig zu bestimmen, genfigt es nach 
Nr. 108/; die Bedingung binzozufiigen, dasz der Punct a in Be 
zug auf ihn der Pol einer der vier Geraden B, C, U ^ei. 
Hieraus folgt: 

Lehrsatz XL Es gibt sieis vier KegelsehniUe, In Bexug 
mf welche wwei gegebene KegelecMite reei^o^e Poiaren 
dareteUen. 

4» Dreiecke die einem KogeiscbDitte conjagiert 
und einem zweiten ein- oder umgeschrieben sind. 
Es seien zwei Kegelschnitte ^ und JT gegeben, von denen der 
erste einem dem zweiten conjugierten Dreiecke pgr omgesehrie- 
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ben sei. Ist C2 ein Kegelschnitt, in Bezug auf welchen die 
gegebenen reciproke Polaren vorstellen, und sind die Geraden 
F, Qy R die Polaren der Puncto p, q, r In Besag auf so 
wird das Drciseit PQR dem Kegelschnitt Jt amgesebrieben sein. 
Das üreiecic pqr Ist aber dem K^elsebnitt JP conjugiert vor- 
ausgesetzt, und es musz folglich nach o. das Dreiseit PQB 
dem Kegelschnitte JT cobjugiert sein. Das gibt auch : 

Lehrsatz XII. fs( ein Kegelschnitt einem Dreieck um- 
geschrieben, dos einem zureiten Kcf/els^chnitte conjvgiert 
ist, so iöt yieicii^eilig dieser zu eile Kegelschnifl eine/// dent 
ersten Kegelschnitt cof^jugierten Dreiseit eingescätieöen, 
und umgekehrt^ 

Nehmen wir noch Rücksicht auf den doppelten Ansdrncfc 
des Satzes in Nr. 108^., so haben wir: 

f j e Ii r s a t z XI I F. Ist ein Kegelschnitt einem ßr eiseil ein - 
gesckrieben, das einem i^weiten Kegelschnitte conjugiert 
ist, oder auch einem diesem Kegelschnitte conjngierten 
Dreieck umgeschi'ieben^ so ist die reciproke Folare des 
zweiten Kegelschnittes in Bezug auf den ersten die Ein- 
hüllende einer Geraden, welche die beiden Kegelschnitte 
harmonisch schneidet, vnd die reciproke Folare des ersten 
Kegelschnitts in Bezug auf den weiten ist der Ort der 
Puncte, von denen die Tangenten an die gegebenen beiden 
Kegelschnitte ein AarmoniecAee StratenbOechei bilden. 

e, Kegelschnitte, deren Tangenten zweigegebene 
Kegelschnitte in harmonischen Puncten schneiden. 
Unter der Annahme, es seien zwei Kegelschnitte K und K' ge- 
geben, stellen wir die folgenden allgemeinen Aufgaben'^*): 

Welches ist die Binhldlende einer I Was ist der Ort der Pnnete, durch 



Ctoradeo, die swet gegebene Kegel- 
schnitte in Tier harmonischen Pancten 
scheidet? Wieviel Gerade> die diese- 
£xgenschafk besitsen, gehen durch ei- 
nen beliebigni Funct, a. B. durch dnen 



welche man ein hannonischeB Tan- 
gentenbOschel an zwd gegebene Ke- 
gelschnitte legen kann? WicTiei 
Functe, die diese Eigenschaft bcsitaen, 
gibt es auf einer beliebigen Geraden, 



*) Hesse, Vorlesungen ißter onoif^Mdl« Gwm&trie de» ßemnet, Leipsig, 
Teubticr 1861. S. 715. 

**) v.Slaudtf Ueber die (ktvetunoeit» Ordmmg. Nürnberg 1831. S. 25. 
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der vier gciueinticliafUichea Purch- 
Rchaittspuncto a, ö, c, d der beiden 
gegebenen Kegelsehiiittet 

Damit eine durch a gesogene Ge- 
rade K und K' in vier harmonischen 

Pnnctcn schneidet, müssen drei der- 
selben mit a zusnmraenfallen. das 
hclszt, die einzigen Tanq^enten, die 
man durch a an die gesnclitc Kiuliül- 
lendc legen kann, sind die beiden 
Geraden, welche in dicgem Piinctc den 
einen oder andern Kegelschnitt berüh- 
ren. Die EinhfUlende ist also ein 
Kegelscimilt F, der die »cht Qenden 
berOhrt, iralehs die Tangenten äet bei* 
d^ g^benen E^iekehnitto bk dm 
ganeinschaftUehen Dorchachnittapon- 
cten a, b, e, ä dantelleo. 

Von diesen acht Geraden sind 
nach Nr. Hl. die vier, welche Ä' be- 
rühren, gleichseitig Tangenten der 
reciproken conischen Polare // von 
K in Bezug aiif K', und es sind 
also die Kegelschnitte K', F dem- 
aelbenVieridteingeschiiebeD. Sehnei- 
det also eine Tangente von E, die 
niciit g^eieliMitig eine aoldie von K' 
ist, K nnd E* in faiomoniaehen Vwu- 
eten, eo fallen die EegeUchnitte S 
und F maanymen. Dies geiGhiekt 
s. B.' nach d.^ sobald K einem za K* 
coiyngiertem Dreiecke nmgeschrieben 
iat. 



z. B. auf einer der gemeinschaftlichen 
Tangenten B, Cj D dut beiden 
gegebenen Kegelschnitte? 

Die einzigen Durchschnittspuncte 
der Geraden A mit dem Orte, den 
wir bestimmen wollen , sind offenbar 
die Punrte, in denen diese Gerade 
den einen oder andern der gegebenen 
Kegelschnitte berührt. Der gesuchte 
Ort ist daher ein KcgelschiüiL F', 
der durch die acht Puncte geht, in 
denen die gegebenen Kegeladinitte 
von ihren gemeinadiaftlichen Tan- 
genten berfllut werden* 



Von diesen acht Puncten gohft- 
ren die vier, welche anf K liegen, 
auch der reciproken conischen Polare 
H' von K* in Bezug auf K an, das 
heiszt, die Kegelschnitte 11% F* 
gehören an ein und densdben Cur- 
venbüaeheL Ist nnn ein Fnnet von 
iP, der nicht anch auf K liegt, Mit- 
telpnnct eines haxmonischen Tangen* 
tenbtbBchdfl an K nnd Jf, so Mlen 
die Eegdschnttte ff nnd F* in einen 
einaigen xnsamnien* Dies geschieht 
s. B. nach <f., sobald Kf einem zu JC 
conjngierten Dreiseit eingesdnieben Ist* 



ist C2 ein Kegelschnitt^ für den Ä' und K' reciproke Pola- 
ren sind, 80 sind offenbar die Kegelschnitte F und F\ so wie 
eheuäo H und H' in Bezog auf ebenfalls reciproke Polaren. 

f, Dreiecke, die einem Kegelschnitte conjugiert 
und eiaeai aiulern ein- oder umgeschrieben sind. 
Fortsetzung. Es seien A', K% K" drei ein und demselben 
Viereck abcd lungeschriebeoe Kegelschnitte« und es seien 
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ausserdem die beiden eraten besfiglich xwei Dreiecken imge- 
Bchridibeiiy die beide demselben KegeigehniUe conjoglert eled. 
Unter diesen Voraassetzaiigen werden die reelprolcen ooniscben 
Polaren B*, H" der ersten Kegelsebnitte In Benag auf €% 
naeh sSnimtlieb too den Geraden C> Dt den Polaren 
der Ponete a» ö, e, d in Besog auf berührt werden« Die 
Gerade A schneidet daher nach d, sowol die beiden Kegel- 
schnitte C% und K, als die beiden andern C% und in barmo* 
nischen Puncteo, das heiss^ die Darcbschnittspnnct'e von A und 
C% sind die Doppelpuncte der quadratischen Involution« welche 
durch die Kegelschnitte des BOscbels {KK') auf A bestimmt 
wird. A schneidet deshalb auch und K!* ia harmonischen 
Punctea, und es folgt somit nach e, : 

Lehrsatz XIV. Sind in %wei Kegelschnitten je ein ei- 
nem gegebenen Kegelschnitte eot^fugieriee Dreieck einge- 
schrieben, so Ut auch jeder andere Kegeiecknitt , der 
durch die gemeinschaftlichen DurchscknUtspuncte der 
ersten beiden beschrieben ist, einem dem gegebenen Ke' 

geieekniite eot^fugierten Dreiecke umgeeekriebeiu 

> • 

Wlbie, Cnryeorelhen zweiter Ordnung* Unter den 
Kegelschnitten» die durch vier Puncto Ot b, d beschrieben 
sind, gibt es nach Nr. 49. vwei, welche eine Gerade L berühren, 
vnd es bilden daher die Kegelschnitte, welche durch drei Puaete 
a, € gehen und eine gegebene Gerade L berühren, eine Reihe 
Tom Index 2. 

Unter den Kegelschnitten dieser Heihe gi!)t es nach i\i . 85. 
Pier die eine andere Gerade M berühren. Die Kegelschnitte 
daher, die, durch zwei Punete a und ^ beschrieben, zwei ge- 
gebene Gerade L und M berühren, bilden eine Reibe vom In- 
dex 4. Die Punete a, b und die, in denen ab die Geraden 
L und M schneidet, bestimmen eine quadratische Involution, 
deren Doppelpuncte durch f und f bezeichnet werden mSgeo. 
In ihnen schneiden sich nach Nr. 109., Anmerkung 1. die Be^ 
rfibrungssehnen aller Kegelschnitte der Reihe mit den gemein- 
schaftlichen Tangenten L und M. Soll die Berübrungssehne 
durch / gehen, and der Kegelschnitt durch einen dritten Pnnct 
e, 80 gibt es swel Auflösungen der Aufgabe, die durch die 
Doppelpuncte der andern Involution individualiaiert werden, 
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welche die Puricte a, c mit den genieiiischaftiichen Durch*' 
schnitfspuncteo der Geraden ac und der Tangenten If und M 
hildcn *). Die erwähnte Reihe Kegelschnitte vom Index 4 zer« 
ßillt also in zwei verschiedene Reihen, jede vom index 2, ent- 
sprechend den beiden Büscheln Berühr ungssehuen» die sich in 
/ oder in f schneiden**). Die geraden Polaren eines beliebi» 
gen Punctes 0 in Bezug auf die Kegelschnitte eioer beliebigen 
der beiden eben erwähnten Reihen bilden eine neue Reihe TOm 
Iudex 2. Da die Reihe Kegelschnitte und die Reihe von Ge- 
raden projectiviech sind, so erzeugen sie nach Mr. 83. durch die 
gegenseitigen Durch6chnitts])uncte Ihrer homologen Elemente 
eine Gurve sechster Ordnung, die nach Nr. 85. der Ort der Be* 
rflhrungspuncte zwischen den Geraden, «velcbe durch o geben» 
und den Kegelschnitten der Reihe ist. Dieser Ort ist aber 
aus einer Curve der vierten Ordnung und* aus der zweimal ge» 
nommenen Geraden ab susaromengesetzf. Ist nSmlich jh ein 
Punct von ab, so fShrt jeder der beiden Kegelschnitte der Reihe, • 
die durch m geheut auf das System sweler mit ab zusammen- 
fallender Geraden» und somit wird dieselbe von der Geraden 
am in zwei mit m zusammenfallenden Puncten geschnitten. Der 
Punct m zfthlt alsoMp^InMl als Berdhrungspunct zwischen den 
Geraden 9 welche von o ausgehen,- und den Kegelschnitten der 
Reihen vom Index 2, die wir betrachten. Die €unre der vier- 
ten Ordnung geht zweimal durch 0, und es musz daher eine . 
Iieliebig durch o gezogene Gerade N nach Nr. 85« noch zwei 
Kegelschnitte der Reihe in andern Puncten berühren, und dem* 
gemfiss auch noch zwei Kegelschnitte der zweiten Reihe. Es 
gibt somit vier Kegelschnitte, die drei gegebene Gerade L, 
Mt iV berühren und durch zwei gegebene Puncte a und b gehen. 

Aus dem Letzten folgt, dasz die Kegelschnitte, die durch 
einen Punct a beschrieben sind und von drei Geraden L, M, N 

*) iSulmnn, Anahjthchc Ceomctnc der Kcrjchchiittey deutsch bearbeitet 
von \V. Fiedler, Lcipzij;. Toubncv, 1860, S. 309 und 589. 

*") Geht die Gcmde ab durch den Fiui«! LMf so f&Wt einer der Fancte 
./■, /' mit diesem zusammen, so dasz also nur eine Beihe Kegelschnitte vom 
Index 2 übrig bleibt, die dem andern Puncte entspricht, der mit LM znsnm- 
mcn das Segiiient ah harmonisch teilt. Das heiszt, ireht die Gerade ab durch 
den Punct LM, so pbt es nur zwei wirkliche Kegeischmttc, die durch die 
Puncte a und & gehen, und dio Geraden Zr, M und eiuc dritte N bcrüttreiu 
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berührt werden eine Keiho vom Index 4 Ijestirnmen. Die gera- 
den Polaren eines Functes i erzen^eu eine andere iioihe von 
demselben Index, und die beiden Reihen erzeugen, du sie pro- 
jectivUch sind, einei» Ort der znulften Ordnung, der öich aber 
in eine Curve der seclisten Ordnung und in die drei Graden 
a{M'N), a{N'L), a{L'M)y jede doppelt gezählt, auflöst. Durch 
m gehen nämlich, wenn derselbe ein Punet dieser Geraden, 
z. B. a(M-N) ist, nur zwei wirkliche Kegelschnitte, jeder der 
beiden anderen fällt mit der als das System zweier zusammen- 
fallender Geraden aufzufaszenden Geraden a{MN) zusammen. 
Die Curve sechster Ordnung e;eht viermal durch i, und eine 
beliebig durt h diesen Punet ge/iJi;erie Gerade TT berührt daher 
in andern I^imcten noch 7^vei kei,^ Ischuille der Heilie. Durch 
einen gegebenen Punet <i( hen al^o nur %wei Kegelschnitte, 
welche vier gerade Linieu berühren. 

Hieraus folgt» dasz die Kegelschoitte» welche vier gege- 
bene Gerade X, Jf, ilT» H berfihren, eine Reibe vom Index 2 MI- 
den. Da dieselbe mit einer zweiten, durch die geraden Polaren 
eines Panctee n gebildeten Reibe von demselben Index pro- 
jectivisch ist« so erzengen die entsprechenden Elemente einen 
Ort der sechsten Ordnung» der aus einem Orte dritter Ordnung 
Qud aus den drei Diagonalen des Vierseits LMNB zusammen- 
gesetzt ist. Ist nämlich m ein' Punet einer der Diagonalen, so 
Ist von den beiden Kegelschnitten der Reihe, die durch m geheiif 
nur ein einziger wirklich ein Kegelschnitt. Der andere redn* 
eiert sich auf die Diagonale selbst, als System zweier zosam* 
menfallender Geraden betrachtet. Die Curve der dritten Ord« 
nung geht zweimal durch «, und eine beliebig durch diesen 
Punet gezogene Gerade berfihrt daher In andern Pnncten noch 
einen Kegelschnitt der Reihe. £s gibt also nur noch einen 
einzigen Kegelschnitt» der flinf gegebene Gerade berührt* 

a, Zahl der Kegelschnitte, die fünf gegebenen 
Bedingungen genügen. Wir wollen jetzt die Zahl der Ke- 
gelschnitte zu bestimmen suchen, welche ffinf gegebenen Be- 
dingungen genügen (durch gegebene Pnoete gehen und gegebene 
Curven berühren*)). Ich wiederhole zuerst die folgende schon 
in Nr. 87. bewiesene Eigenschaft: 



*) Diese Gurren denlien uns In ilirer bestimmteii Ordimng voUstln- 
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Theorem I. Wenn m' Kegelschnitte einer Reihe von 
Kegelschnitten vom Index m eine beliebige Gerade berüh- 
ren, so gibt es M'.n + M.n(n — 1), welche eine gegebene 
Curve der n-ten Ordnung berühren. 

Die Zahl m' ist nach Mr. 86« im AilgenieiiieD gleich 2m, aber 
sie kanb eine Vermliiderang erfahren, wenn wir von den Ke- 
gdschoitten, welche die Aufgabe ISsen, die Systeme von su- 
sammenfalienden Geraden, die in bestimmten Fällen diese bil- 
den, abrechnen. Dies bann offenbar nicht eintreten, wenn die 
Kegelschnitte der Reihe durch vier oder drei gegebene Puncte 
gehen mllszen. Da wir also ffir ein .Kegelschnittbflschel m=s1, 
Mf =5 2 haben, so gebt das Theorem L über in : 

Theorem II. Es gibt n(n ^ l) Kegelsc/milte, die durch 
vier Pimcie gehen und eine gegebene Curve n-ter Ordnung 
beriihren. 

Das heisst nun, die Kegelschnitte« welche dorch drei ge- 
gebene Puncto gehen und eine Curve ii*ter Ordnung berflhren, 
bilden eine Reihe vom Index ii(it-l-l), und.es gibt also 2»(n-f 1)^ 
die eine' gegebene Oerade beriihren. Aus demselben Theo- 
rem I. ergibt sich demnach : 

T h e 0 r e m III. Es gibt n . ( Ji + J + 1 ) Kegels chnitte, 
die durch drei gegebene Puncte gehen und iswei gegebene, 
Curven von der Ordnmg n und ih beriihren. 

Wir wigzen, dasz die Kegelschnitte, welche durch zwei 
gej^cbene Puncte liehen und zwei gegebene Gerade berühren, 
eine Reihe vom Index 4 bilden, in der es vier Kegelschnitte 
gibt, die eine dritte Gerade berühren, wenden wir nun das 
Theorem I. an, so entsteht: 

Theorem IV. Es gibt An* Kegelschnitte, welche durch 
wmei gegebene Puncte gehen, und wwei gegebene Gerade, 
90 wie eine eöenfalie gegebene Curve n-ter Ordnung bO' 
rühren. 

Aus dem Theorem III. folgert sich, dasz die Kegelschnitte, 

dig allgemein, das bciszt, ohne jeden -vielfachen Punct, und auszcrdem sowol 
unter sich, als von den audom gegebenen Daten der Frage vollständig QU- 
abh&ngig. 
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welche durch zwei Puncto 2;eheri und eine Gerade und eine 
Curve /i-ter Ordnung berühren, eine Reihe vom Index 27i(n+l) 
bilden, in der nach Theorem IV. Aii^ Kegelschnitte existieren, 
die eine zneite Gerade tierübrei). FoJgjicb gibt Theorem 1.: 

Tbeorem V« JBSv 0bt -fn-f iii — 1) Kegel- 

seAniite, dUi durch moei gegebene Fimeie geAen und eine 
gegebene Gerade, eewie nwei gegeben Oureen van den 
Ordnungen n und jii berühren. 

Diese Zahl ist genau gleich 2;ri. IX^x + l) weniger 4i},ai|. 

Die Theoreme HL nod V. geben die ZaJilen k uod m' fSr 
die Reilie der KegelechniUe, frelebe dareh zwei Puocte gelieiij 
nad swei gegebene Curven berfibren. Folglicb gibt das Tbeo- 
Tem I«: 

Theorem VI. Ea gibt 

ii.iii.ii2[it.iti.fia4-(n.i»i ^ni,n^-\rn%.n)^{n-\-ni ^n^^Z\ 

Kegelschnitte, die durch tiwei gegebene Punete gehen und 
drei gegebene Curven von den Ordnungen n, ni, % be» 
rühren, 

Indem wir dasselbe Theorem I. auf die Keihe vom Index 4 
der Kegelschnitte anwenden, welche durch einen gegebenen 
Punct geben und drei gegebene Gerade berühren, von der 
wir wiszeo, dasz sie je zwei Kegelschnitte entliält» die eine 
vierte Gerade berühren, so entsteht: 

Tbeorem VIL £e gibt 2it(2ii— I) KegelechnUte, die 
durch einen gegebenen Pmei gehen und drei gegebene 
Qerade, eowie efyte gegebene Curve der n^ten Ordnung 
berühren. 

Die Theoreme IV. und VII. ergeben die Zahlen m und 
in Bezog auf die Reibe Kegelschnitte, die durch einen gege- 
benen Punct gehen, und zwei gegebene Gerade und eine ge- 
gebene Curve berfibren. Daher ist nach Tbeorem L: 

Theorem V III. Es g ib t In . (2« . — 1 ) KegelscIuäUe, 
die durch einen gegebenen Punct gehen y und %wei gege- 
bene Gerade y sowie uDci ebenfalls gegebene Curven der 
n^ten und tii-len Ordnung berühren* 
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Analog «rhält man ans den TheoremjBn V. und VIII.: 

Theocem DL Et gibt 

2fi.%.iisli»««ii*fis4(»«%H-^*^-Fnf*)'*(A-l-ni 

Kegelschnilie , die durch einen gegebenen Punct gehen, 
und eine gegebene Gerade, sowie drei gegebene Curven 
von den Ordnungen n, n^, n% berühren. 

Ebenso enUteht ans den Theoremen Tl. und IX«; 

Theorem X. Ee gibt 

». »2 % i ^* '^i • % * «8+(%-^-^ .n^.n \ n-^ . Ui . /i | /i^ \ 

-3(«+Jii+ii,+%)+3 ) 

Kegelschnitte, die durch einen gegebenen Punct gehen, 
und vier gegebene Curven von den Ordnungen n, ni, 
% berühren* 

Das Theorem IX. zeigt» daaz Üir die Reihe Kegelschnitte, 
welche darch einen Pnnct gehen und drei Curven berühren« 
der reducierte Wert von m' gleich 

2m<— I» . Iii .119(4« -1- 4% -f 4%-- 6) 

ist. Diese Reduction entsteht zum Teil durch die Tangenten 
der gegebenen Curven^ die sich in dem gegebenen Puncte 
schneiden, und zum Teil durch die zu zwei und zwei genom- 
menen Geraden, welche diesen Punct mit den Durchschnitts' 
puncteu dieser Curveu verbinden. 

Wenn eine Gerade, die durch den gegebenen Punct so ge* 
sogen ist, dasz sie eine der drei Curven berQhrt, die beiden 
andern in a und b schneidet, so sShIt das Segment ab für 
vier Kegelschnitte der Reihe, welche darch einen beliebigen 
Punct dieser Geraden gehen. Wenn andererseits eine durch 
den gegebenen Punct nach einem Durchschnittspunct a geso- 
gene Gerade die dritte Corvo in b schneidet» so ist das Seg- 
ment ab der Ort für wmei Kegelschnitte der Rothe» die durch 
einen lieliebigen Punct derselben Geraden gehen. Die Ge- 
sammtsabl der ersten Abschnitte ist «. % . %(• -f % + ^ 3), 
die der zweiten 3fi.iii.its, und es ist folglich das Vierfache 
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«ler eisten Zahl plue dem Doppettee der sireiten die Zahl, an 
welche mao 2m verminderD miiei, um m' so erhalten. « 

Die Reihe der Kegelschnitte, nelche vier gegebene Gerade 
berfihrei), ist vom Index 2, und unter ihnen gibt es immer nur 
einen, welcher eine fünfte Gerade berührt. Folglich entsteht: 

Theorem XI. Es gibt it(2ii-l) KepelschnMe, ««Mi 
vier gegebene Gerade und eUie gegebene Cmree der M^lim 
Ordnung berühren* 

Die Theoreme VII. und XI. geben: 

Theorem XII. Ee gibt 

fi.ii,(4ii.«i— 2ii^2fii -M) 

Kegelschnitte, welche drei gegebene Gerade und wwei jre- 
gebene Cwrven von den Ordnungen n und ni berühren. 

Analog eehlieeat man ans den Theoremen VItl, und XII. :* 

Theorem XIII. Es gibt 

»•«i . iit{4ii.ii| 2(11 -i- «1 -f %) -i- 3) 

Kegelschnitte, welche %wei gegebene Gerade und drei gs" 
gebene Curven von den Ordnungen n, n^, n^ berühren, 

Ana den Theoremen IX. und XIII. folgt s ^ 

Theorem XIV. Es gibt 

» «Hl . nt . »ft i 2a . »4 . f%. % -I- 2(Ai . Jit . Ji« -|- ....) — 2(f> . »1 4- ....) -f 3 ) 

KegeleeksMe^ weteAe eine gegebene Gerade und vier ge^ 
g^ene (Farven ean den Ordnungen n, nt, n^, ng berühren». 

Endlich ergibt sich aus den Theoremen X. und XiV.: 
Theorem XV. JEr gibt ^ 
n.lll .fi^.Tij . it^t n.Di . % ■ 7^3 . it^ -f (ni.%./)3.7t4-f — )l 
/ +(ii.iii.fit-|-....)-3(ii.«ff ....)~|'3(»i'....)j 

Kegelschnitte, welche fünf gegebene Curven von den Ord- 
nungen n, ni, n^, n^, berühren* 

Dan Theorem XIV. aeif^t, daaz die Differenx swiechen 2m 
and fflr die Kegeleeballtreihe, die vier gegehene Curven von 
den Ordnungen % «i, 14, ng herOhrt, gleieh lat 
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fi.ii|.iia.ii8t4(n.iii + ....)— + ....) + 3}. 

DieÜB Reduetion entsteht teils durch die Tangenten, die 
xivei dieser Gnmo gemeinschaftlich sind, teils durch die Tan- 
genten* die man von den gemeinschaftlichen Puncten zweier 
Cunren an eine der übrigen ziehen kann, teils durch die Dia* 
gonalen, des Systems, das heisst durch die Geraden, welclie die 
DiirchschniCtspancte zweier Carven mit den Darchscbmltspttn^ 
den sweier anderer verbinden. 

Schneidet eine Gerade, die zwei Cnrvet) berührt, die beiden 
andern bezüglich in a und b, so zählt der Abschnitt ab Tür vier 
unter den Kegelschnitten der Reihe, welche ans zwei Puncten 
bestehen. — Zieht man durch einen gemeinschafiliciien Durch- 
schnittspunci a zweier Curven eine Tangente an die dritte, 
welche die vierte in b schneidet, so zählt das Se^^ment ab für 
i>wei unter den Kegeiächnitten der Reihe, die aus zwei Puncten 
bestehen. — Verbindet man endlich einen gemeiiisaiDon Durch- 
schnittspunet a zweier Curven mit einem gemeinscbartlichen 
Durcfisi hriUtspunct b der andern beiden Curven, so stellt das 
Seiiinent ab einen Kegelschnitt der Reihe vor, der aus zwei 
Piirutorj besteht. Die Partialreductionen also, die durch die 
gemeinschaftlichen Tangenten, durch die durch die Durch' 
schnittspuncle getogenen Tangenten und durch die DiagontUeu 
entstellen, sind der Reihe nach 

in*ni .iit.iisKn.fti «...)— 3(ii-f....)'f6|, 

6».ii| .«2.n3l(»+....) 4}, 

3» 

Entsprechend erhält man in der Reihe Kegelschnitte, welche 
vier Curven berühren, folgende Kegelschnitte die einen Doppel- 
puiict haben. 

1. Zieht man ven einem gemeinsamen Darchsciinittspunete 
sweier Gnrven eine . Tangente an die dritte und sogleich eine 
an die vierte Curve, so biiden diese zwei Tangenten einen Ke- 
gelschnitt, der för vier Corven der Reihe gilt, die einen Dop- 
peiponct haben. 

2. Trifft eine geroeioschaftliche Tangente svrelet Cnrvea die 
dritte in einem Foncte^ nnd siebt man von diesem eine Tangente 



i^iy u^L^ Ly Google 



Image 
not 
a vailable 



17Ö 



Zweites Capitel. 



m. Einhüllende der V er bin dungs^eraden der ent- 
sprechenden P miete der Curven von Hes^e und Stei- 
ner. Ist p ein Puiict der Curve von Heage^ so besteht seine 
conisciie Polare aus einem Paar gerader Linien, die sich in 
dem entsprechenden Puncte o der Curve von Steiner schnei- 
den, durch welchen auch die gerade Polare von p hindurch* 
gebt. Die Puncte dieser Geraden sind Pole von ebensovieleo 
ersten Polaren, die durch p gehen, und nach Nr. 90fl. in diesem 
Poncte eine ^enieinschaftliche Tangente haben, die folglich die 
eine Indicatrix des Punctes p dartitellt. Aber l>eide Indicatri- 
cen von p sind nach Nr. 90c. in der Geraden po vereinigt, folg- 
lich gilt nach Nr. 98^. der Satz: 

Lehrsats I. Die Mraäe, welche einen Funet der 
90n Hesse mU dem en^echenden Punete der Our^e 
van Siein er verbindei, berührt in dem er steten hmeie 
aiie erstem Mtiaren, weieke.dureh ihm kindurehgeken. 

Deshalb kann die Curve der 3(ii— l)(fi — 2)-ten Classe, näm- 
lich die Einhüllende der gemeinschaftlichen Tangenten in den 
Beruhrungspuncten der ersten Polaren nach Nr. 916. auch als 
die Einhüllende der Geraden definiert werden, welche (m. s. 

Nr. 986.) die entsprechenden Puncte der Curven von Hesse 
und Sl einer mit einander verbinden, 

b, Zabl der Pmicle einer Geraden» für die diet'e 
eelbal eine ledicatrfx iat. In einer gegebenen tieraflen H 
existieren — 2) Pnncte» ven denen ein beiSebiger« ettra e^« 
der Poi einer ersten Polare ist, die nach Nr. 103 c, die Gerade 
R in einem Puncte p berflbrt; das gibt: 

Lehrsatz II. In einer beliebigen Geraden gibt es im- 
mer 2(fi— 2) Punete, ßr welche diese Gerade selbst eiM 
bUüeatrix bildet. 

Ist R eine Tangente der Fandamentalcorve« so sind ini Be- 
rfibrongspuncte swei Puncte 0 und die beiden eutsprecbenden 
Pnacte p vereinigt. 

113. Ort der Punete, dessen Indieatrieen durch 
einen festen Pnnct gehen. Was ist der Ort eines Pon- 
etes p, wenn eine seiner beiden Indieatrieen durch einen festen 
Pnnct i geht? 
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begrenzten Zahl der Curveo dieses Bäscheis ist diejeoige, wekbe 
diurch i gßht, die Xi". 

114. Einhüllende der Indieatricen derPaecte ei* 
öer gegebenen Cnnre, Yen welclier Gtasse ist die Einhül- 
lende der Indieatricen der Pnnete einer gegebenen Cnrve Cm 
der m-ten Ordnung? eder auch» wieviel Poncte dieser Cnrve 
haben eine Indicatru^ die durch einen beliebigen festen Funct 
i gebt? 

Der Ort eines Punctes p, deszen Indicatrix durch i ^eht, 
ist nach Nr. 113. eine Curve der — ])-ten Ordnmte, weiche 
Cm «n 2?n{n — 1) Puncten schneidet. In i treffen sich also 
2fli(j» — J) Tangenten der gesuchten EinböUenden« 

Man bemerke noch, dasz diese EinhülleDde die Fniidamen- 
talcurve in den Puncten, in denen diese von Cm ^geschnitten 
wird, berührt, und da nun für jeden dieser Durchscbnittspuncte 
die Indieatricen mit den betreffenden Berflhienden ven Cm zu- 
samnienfalieo, so gilt der Sats: 

Lehreatx III. IHe Itutteairieen 4er Funeie einer Curve 
4er m-tem Crdnun^ mrden wm einer Cwrve dSer 
ien daeee umkOlit, welche Me Grundeuree in den ^tnr 
cten äerOkrif wo dfeee von der Cwrve m-Ur Crdmmg 
ecknOten wird, 

a» Besonderer Fall. Für m = 1 erhält man hieraus, 
dasz die Indieatricen einer gegebenen Geraden von einer Carve 

der 2(n — l)-ten Classe umhöUt werden, welche die Gerade 
selbst in 2(fi — 2) Puncten berührt. Die Gerade ist also die 
Indicatrix von 2(n — 2) ihrer Puucte, wie wir die» schon in 
Nr. 112d. geiundeu haben. 

ö, Einhüllende der Indieatricen der Puncte der 
Curve von Hesse. Gemäsz dem allgemeinen Theoreme, das 
wir soeben bewiesen haben, werden die Indieatricen eines Pun- 
cies p, der sich auf der Curve von Hesse bewegt, die von 
der Ordnung 3(fi — 2) \s\, von einer Curve der 6(n — I)(fi — 2)- 
teif Classe umhüllt. Da aber in diesem Falle für jede Lage 
von p nach Mr. 90 c. die beiden Indieatricen in eine Gerade zu* 
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Fundamentalcurve von der ersten Polare von JTr geschnitten 
vrird. M. 8. Nr. 104 A 

Die Curve Kr hat 3r(n — l)(n— 2) gemeinschafiliche Tan- 
genten mit der Einhülleiulen der Indicatricen der Puncte der 
Curve von Hesse, es ist daher 3r(» — — 2) die Zahl der 
gemeinschaftlichen Puncte der Curve von Hesse und des Oi tes 
der 2r(fi — l)*ten Ordnung, den wir betrachteten. Folglich gilt 
der Satz: 

Lehrsatt V. Der Ort eines Puneies, van deni ati#* 
gehend eine der Tangenten seiner eonteehen Potior e auch, 
Tangente einer gegebenen Cürpe der r^ten (Hasse wird, 
ist eine Cme der 2r(ii — yyten (Ordnung, welche Hie Fumr 
damentalcurve und die Curve van Resse in aUen den 
Pmeten berührt, die sie mit ihnen gemein hat* 

116. Ort eines variablen Piinctes von der Be- 
schaffenheit, dasz durch Verbindung desselben mit 
zwei festen Puiicten in Bezug auf «eine conischePo- 
|are zwei reciproke Polaren entstehen. Wir suchen, 
indem zwei feste Puncte i und J geo;eben sind , den Ort eines 
Punctes, für welchen die Geraden pi und pj in Bezug auf die 
conische Polare von p die in Nr. 108. erklärten < «njugierten 
Polaren bilden. Offenbar geht dieser Ort durch t* und / 

Es sei R eine beliebige durch j gelegte Gerade und p ein 
Punct in fi. Die geraden Polaren von p und i in Bezua; auf 
die coniscbe Polare von p treffen R in den Puncten a und b, 
3obald letztere in einen Punct zusammenfallen, ist dieser der 
Pol von pi in Bezug aut den eben erwähnten Kcs^elschnitt^ so 
dasz also dann p ein Punct des gesuchten Ortes ist. ^ehmen 
wir einen beliebigen Punct a als Üurchschnittripunct von R mit 
der ersten geraden Polare an, so gibt es » — l entsprechende 
Lagen des Poles p, nämlich die Durchschnittspuncte von R mit 
der ersten Polare von a, und folglich auch ebensoviele Puncte 
b. Ist umgekehrt b der beliebige Durchschnitt der Geraden 
ß mit der geraden Polare von i in Bezüj? auf eine unbestimmte 
conisrhe Polare, so liegt nach Nr. 69^». der Pol p dieser Gera- 
den aut der ersten Polare von i in Bezug auf die erste Polare 
von b, das beiszt in einer Curve der (»— 2)-ten Ordnung, 
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Pancte i' «nd j MnneB <voll«ii. Gebt dieie sweite gemMri» 
•Poisre dmh jr« «o gebt nach Nr*60A die gerade Pobre vob i 
lieBegM auf die eonisebe Polare voo p dureh/^ daa beisst, f 
wd j sind 10 Bezug auf die cooiscbe Polare von p nach Nr. 108. 
eOf^fupieirie Boie, In diesem Falle geoflgt offenbar, damit 
die Geraden f€ und pj fiir «denselben Kegekchnitt xeciproke 
Polaren darstellen» daes die gerade Pohre von p durch i oder 
/ gebe» dae heiszt« p mnsz sich entweder auf der eriiten Polare 
vm i «der anf -der von j befindaa. Die Curve Ui geht daher 
dfDveh >die Paaeta» ta daaea die anreite gemischte Polare der 
Pancte i and/ Ton den ersten Pelaren dieser alaialaaa Pancfa 
seibat gesebnitten wird. 

Es sei «un p und 0 zwei sich derart enfsprechende Puncto 
der Curven von Hesse und Steiner, dasz die Gerade po 
durch i hindurchg-eht. Um dann auszudrücken, dasz in Bezug 
auf die conische Polare von p die Geraden pi und pj reciproke 
Polaren sitid, (]!;enu'gt es anzonehmen, das die geraden Polaren 
von p und j in Beznj^ auf den eben erwähnten Kcgelschnitf 
sich in einem Punotc von pi schneiden. Nach Nr. 9Ü<7. ist aber 
im vorliegenden Falie die coniscbe Polare von p nichts An- 
deres uls ein Paar Gerade, die sich in 0 schneiden, so dasz 
abo durch diesen Punct auch die Polaren Ton p und j in 
Bezug auf den eben erwähnten Kegelschnitt hindurchgehen. 
Da nun nach der Voraassetznag pi den Punct 0 enthält, so 
musz p der Curve Iß angeboren, und diese Cunre gebt also 
durch die 3(ii— >l)(n — 2) Puncto der Curve von Hesse, deren 
ladicatricen sich in i schneiden. Dem entsprechend musz die 
Carre Ifi aacii darch die 3(n — l)(ii-*2) Paaete der Curve 
von Beste gnbea» derea ladicatrican Ton J an^gahen. Daher 
der Sata: 

Lehrsatz VI. Gegeben zwei feste Puncte i und j. Der 
Ort eines Punctes p, filr welchen die Geraden pi und pj 
in Be%yg auf die coniscfie Polare von p conjugiert sinäf 
ist eine Curve der 2(»— 1)-^ Ordmmg, welche 

1) die Punete i und j; 

*i) die Puncte, in denen die Ftindamentalcurve von den 
Tangenten , die durch i uuä J ffeiegt werden können, be- 
rührt wird; 
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also nur eioe Curve L'J von der verlangten Beschaffenheit. 
Die Gesammtbeit aller dieser Curveo bildet daher ein UüscheL 

Auf dieselbe Art beweist mao, dasz die Curven L^, welche, 
indem i als fest angenommen ist, durch denselben Punct q 
gehen, ein Büschel bilden, das lieiszt, durch zwei gegebene 
Puncte q und q* geht für den festen Punct i nur eine Curve 
L'i hindurch« u. s. w. 

117. V eral 1 gemei n eru n der v o rige n A n f<?a h e. Die 
Untersuchungen der vorigen Nr. 1 lü. kann man veraligenieiriern, 
wenn man erstens an Stelle von J eine Einhüllende annimmt, 
oder /\\ ( ilons auch noch an Stelle von i eine zweite Einhöl- 
lende, oder endlich drittens e^ne einzige Curve an «Stelle des 
Systems der beiden Puncte. 

Es sei iaerst eioe Cum Kr der r*ten GIssse und ein Punct 
i gegeben. Wir suciieo dann den Ort eines Pnnetes p su be- 
stimmen, flBr den die Gerade jrl in Bezug auf die eonisehe Po- 
lare yon p irgend einer der Tangenten conjagiert ist, die mau 
?on p an die Curve JTr legen Icann« oder mit andern Worten, nach 
Nr. 110. den Ort des Punetes p, fflr den die Gerade pi durch 
irgend einen der Puncte geht. In denen die gerade Polare von 
p die reciproke Polare von Kr bezogen auf die coniscbe l^olare 
von p schneidet. 

Die gesuchte Curve geht r mal durch f, weil, wenn der 
Punct p mit i zusammenfällt, r Gerade pi der obigen Bedin« 
gung entsprechen, numlich diejenigen, welche von i nach den r 
Puncten gezogen sind, in denen die gerade Polare von p die re- 
ciproke Polare von Kr bezogen auf die conische Polare von I trifft/ 

Ist p ein Punct von Cn, so ist die i^erade Polare von p die 
Tangente der Fundainentalcurve im nämlichen Puncte. Berührt 
diese (lera le nun auch Kr, so ist p ein Punct der in ßezug 
auf die conische Polare von p reciproken Polare von Kr und 
da. was auch i sei, die Gerade pi durch p geht, das heiszt,' 
durch den Durchschnittspunct der reciproken l*olare von Kr 
mit der geraden Polare von p, so liegt dieser Punct auf dem 
gesuchten Orte. Der Ort enthält daher die sämmtlichen r.n{n—\) 
Heriihrungspuncte der Gruiulcarve mit den ihr und der Curve 
Kr gemeinschuftiichen Tangenten. 
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Durchscbnittspunct von R mit der recipr<»keo Polare von Kr in 
Bezug anf die conische Polare eines beliebigen Poles an, «o 
lie^ nach Nr. lQ4k. dieser Pol auf der ersten Polare von Kr in 
Bezug auf die erste Polare von ö. Da diese Curve nach Nr. lOitf. 
von der r(« — 2)-ten Ordnuni» ist, so schneidet sie R in eben* 
sovielen Poncten p, und einem jeden von diesen entspricht ein 
Punct a. Jedem Puncte a entsprechen also r(n — 1) Puiicte 
ö, und jeder Punct b individualisiert r(« — 2) Puncte a; daher 
VFird [r(« — l) + r(n — 2)]-nial ein Punct a mit einem entspre- 
chenden Puncte ö zusammenfallen. Jedesmal aber, wenn die- 
ses Zusammenfallen Statt hat> ist p ein Punct der Curve. Diese 
bat daher r(2n — 3) Puncte mit ^gemein, auszor dem Puncte 
t, der ein r-facher Punct derselben ist. Der Ort bat daher 
die Ordnuogszahl 2r(»--l). AUes zusamineDgenoiiiiiiei» gibt 
den Satz: 

Lebrsatt VII. Der Ort eines Ptmetes, detwen VerHn- 
dungsgerade mU einem festen Puneie i in Beauff auf seine 
cenieeke Faiare einer der Tangenten eonjugiert ist, die 
man von ihm an eine gegebene Ctsrve r-ter Ciasse legen 
kann, ist eine Curve der 2r(n— 1)-/«« (Ordnung, welche 

1) r^mal dmreh den festen Punct i; 

'1) ebenfalls r-mal durch die «(«— 1) Puncte gehl, in de* 
' nen die Fundmnentalcurve von Geraden, welche durch i 
gehen, berührt wird; 

3) dte sämmtHchen r .7i{n ~~ 1) Funde, in denen die 
Orundcurve von Tangenten der Curve r'ter Classe berührt 
wird; 

4} ebenfalls die sämmtHchen 3r(«— 2) Pkncte der 
Curve von Besse enthält, deren Micatricen die Curve 
r-ter Classe berühren; endlich 

5) in den 3(« — !)(«-- 2) Funden der Curve von Hesse, 
deren Indicatricen durch i gehen, mit dieser eine r-jmn- 
ctige Berührung eingeht, 

a. Weitere Verallgemeinerung. Dem VorigeA ana- 
log beweist man den folgenden Sati: 

Lehrsate ViU. Der Ort eines Fundes, für welchen 
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ein Puiict der Hesse'schen Curve und O der correspondierende 
Punct der Curve von Steiner. Die letzt© Polare von p ist 
dann eine gerade Linie ^ die durch 0 geht, und deren Puncte 
Pole von ebensovielen ersten Polaren sind, welche von po in 
p berührt werden. Unter ihnen gibt es aber eine, die in p 
einen Doppeipunct hat, und zwar diejenige, deren Pol 0 ist. 
M.8. ^r.88<f.^ 90a., 112a. 

a. Fortsetzung. Es seien o und o' zwei Puncte der 
Curve von Steiner, dann sind die Pole der Geraden oo' die 
(« — 1)2 Üurchschnittspunc'te der ersten Polaren dieser beiden 
Puncte, welche die entsprechenden Puncte p und p' der Curve 
von Hesse zu ihren respectiven Doppelpunctc n haben. Nehmen 
wir den Punct 0' dem Puncto o ur»endi'Kh nahe an, das heiszt, 
die Gerade oo' als Tani^ente der Curve von Steiner, 60 hat 
diese Tangente einen Poi in p. Daraus folgt: 

Lehrsatz I. JHe Tangenten der Curve von Si einer 
siml ifte gm^aden Poiaren der Puneie .der. Curve von 
Heeee; 

oder aueh oaeh Kr. 906.: 

Lehrsatz U. Die Curve von Steiner ist die Einhül- 
lende einer Geraden, die zwei zusammenfallende Pole 
besiUL 

b> Classe der Curve von Steiner. Dies Theorem 
fuhrt auf die Bestimmung der Classe der Curve von Steiner, 
Die Tangenten dieser Curve', welche durch einen beliebigen 
Punct f gehen, haben ihre Pole auf der ersten Polare von i. 
Diese schneidet die Curve von Heese in — — 2) Pun- 
cten. Es gilt also 

Lehrsatz IIL ]He Curve ro» Steiner ist von der 
3(ii^f)(ii— aaeee. 

. it^ Eigeika.c haften d;er Wendetangenten der Fon- 
dannen'talcnrve. Da die Wendepuncte der Fundamentaicurve 
Cn nach Nr. 100. Puncte der Curve von Hesse sind, so müszen 
die geraden Polaren derselben, das heiszt, die Wendetangen- 
ten von Cn auch Tangeulen der Cuive von S£ einer sein. 
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der iu den ^r, ^9. «od IQQ. kNtwicuaenen Forsi^la von Plücker 
lindot sich ovns 

Lolirsatx V« JH^ Curve 9on Steiner hat 

Kn— 8)(j»— 3)(3ii*— 9fi— 5) noppe^punete ; 

Kn— 2)(o— 3)(^*-ai»— 8) DappeUangenien. 

Fugt man der Zahl der Spitsen swoimal die Zahl der 
WeDdepimeto» der Ziibl def Doppeltangenten die Zahl der Wen» 
detangenten eod der Zahl der Doppelpancte die Zabf der Paffcte 
bei» ia denen die Wendetangenten die Cnrve von Steimer «nd 
eleh aelbat echeeideo» so erhätt mao liesilglieb die Zah! der 
Spifien, der Doppeltangenten und der Doppeipunete der Ge- 
•ammtcnnre K der 3(ii~2)(5ii— ll)-ten Ordnung» der (n— !)• 
ten Pohire der Ciirve Ten Eeeee, in UeliereinatininiuDg mit 
den aiigemeinea Resultaten der Nr. 

119. Die ersten Polaren der Puucte einer Doppei- 
tangente der Curve voo Steiner berühren sich in 
zwei Punc ten. Es sei oo' eine Tangente der Curve von 
Steiner , o der Berührungspunct, p der entsprechende Panct 
der Curve von Hesse, üie ersten Polaren der Puncte von 
00' bilden ein Curveubüschel, deszen ( urven sich sämmtllch in 
p berühren. Die genieinschattliche Tangente aller ist po. Un- 
ter den Curven dieses Büschels gibt es eine, die erste Pflare 
von Oy für welche p ein Doppeipunct ist, und es ei^istieren 
auszerdem noch 3(n — 2)* — 2 Curven, nämlich die ersten Po- 
laren der Puncte, in den oo' die Curve \(iSk Steiner acimaidet, 
die anderawo einen Doppeipunct beaiUen. 

a. Forts etznn«^, !st nun oo' eine Doppeltangente der 
Curve von Steiner, o und o' die beiden BerfilirungBpnncfe, 
p und p' die entsprechenden Puncte der Curve von Hesee^ 
so werden die ersten Polaren aller Puncte von aa'*«icb unter« 
einander in den Puncten p und pt iterflhren* Unttf Benugmihme 
auf Nr. 118if. folgt hieran«: 

Lehrsatz VI. /// t inem geometrischen^ Ne^ i?0» Cm - 
ven {n—\)'t€r Oräumi^ gibt es 
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so enthält das Büschel nur 3(n — 2)^—2 andere Curven mit 
einem Doppelpuncte. Daraus folgt» dasz Jt die Curve vun St ei' 
ner nur noch in 3(n — 2)^— 2 Puncten auszer in o trifft, dasx 
also 0 ein Doppelpunct der Curve von Steiner ist. 

Nimmt R die Lage von P, der ceraden Polare von p, an, 
so gehen die ersten Polaren aller ihrer Piirtcte sämnitiich durch 
p. Dieser Puuct zählt also nach Nr. 88«. für -zwei der 3(«~2)® 
l>ü|)j»el(»uncte des Büschels. Da also die Puncte p und p' so- 
viel als drei Doppelpuncle «ind, so enthält das Büschel nur 
noch 3(« — 2)'^ — 3 Curven mit einem Doppelpuncte» was nichts 
Anderes sagt, als dasz die Gerade P auszer o nur noch 
3(il — 2)* — 3 Puncte mit der Curve von Steiner gemein hat. 
Dieser Punct gilt also für drei Durehscbnittspuncte der Curve 
mit P. Dasseihe läszt sich natürlich für die gerade Polare 
von p', nachweisen. 

Vflf haben also den Sats: 

Lehr satz IX. ffrrt eine erste Polare zwei Doppelpuncte 
p nnd p\ so ist der Pol o ein Doppelpunct der Curve 
von Steiner , und die Tangenten diese« Doppelpimctes 
•sind die geraden Polaren von p und p'. 

Nehmen wir noch auf die in Nr. lOSif. bestimmte Zahl der 
Doppelpuncte der Curve von jS/e/n er Rucksicht, so folgert sich: 

Lehrsatz X. /» einem geameirieeken Nei»e der (ii-I)- 
ien Ordmmg gibt es 

|(»— 2)(« - 3)(3»* - 9» —5) 

(hirven deren Jede %wei Doppelptmete be9it%t% 

121. Die erste Polare einer Spitze der Curve von 
Steiner hat ebenfalls eine Spitze. Denken wir uns jetzt 
eine erste Polare mit einer Spitze p. Es sei o der Pol der- 
selben. Eine beliebige durch o gelegte Gerade H bestimmt 
ein erstes PoIareTiln'lschel, von deszen Curven eine in p eine 
Spitze hat. Die Zahl der Curven des Büschels mit ei Dem Dop- 
pelpuncte ist also nach Nr. 886. noch 3(i»~2)>--2, und R schnei- 
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von b und b^i es seien feroer e, c»» c» die dritten OurcbscIiDitts- 
pancte der gegebenen Gurre dritter Ordnung mit den Geraden 
ob, üiö^, oü; dann wird c der Tangentialpuiiet i^on e und 
«ein. Nacb b. sind also e und rs conjugierte Pole« aber in 
Bezug auf das dritte Netz. Ebenso sind, wenn die Geraden 
ab^ und aiö die Corvo noch in den Puncten und scbnei- 
deo» diese beiden Puncte conjugierte Pole in Bezog auf das- 
selbe dritte Netz*). 

147. Bezieh Ulli; zwischen vier Puncten, die deri- 
selben Taagntia Ipuiict haben. Gegeben ist ein Funct O 
und ein Büschel Kegelschnitte, d is einein V iereck efgä unige- 
sebrieben ist. Was ist der Ort der Kerüln unij;s{iuncte der Tan- 
genten, die man von 0 an diese Kegelschnitte legen kann? 
Da man durch O einen Kegelschnitt des Büschels lejjen kann, 
und also auch in o eine Tan??ente an denselben, so geht der 
gesuchte Ort durch o. Auszer o enthält jede Transversale, die 
durch ihn i^elegt ist, noch zwei Puncte des Ortes, nämlich die 
üoppelpuncte der Involution, welche nach IVr. 40. die Kegel- 
schnitte des Büschels auf der Transversale bestimmen. Der 
gesuchte Ort ist also eine ( nrve dritter Ordnung, die auch durch 
^» f* ffi ^ geht, da man einen Ivegelschnitt des Büschels so le- 
gen kann, dasz er oe la e oder of in f, u. a, w. berührt. 

• 

Jeder Kegelsebnitt des Bflschels sebneidet auszer in f, 
h die Curven dritter Ordnung noch in zwei Pnncten m und 
m'y in denen der Kegelschnitt die Tangenten, die von a an ihn 
gelegt werden JeSonen, berfihrt Nach Nr, 65. geht dte Gerade 
nun', die Polare von o lo Besag auf den Kegelschnitt» durch 
einen festen Punct ti, dem Gegenpunet der vier Puncto e, f, 
g, h. Geht der Kegelschnitt durch o, so fallen die beiden 
Puncte m> m* in o zusammen. Dieser Kegelsdinitt berfihrt also 
die Curve dritter Ordnung In o, und ti ist also der Tangential« 
punct von o. 

Unter den Kegelschnitten des Büschels gibt es drei Systeme 
von zwei Geraden« nämlich die Paare Gegenseiten (eftgh), ieg,fh), 

*) HessCf üeber Curven dritter Ordnung und die Kegelschnitte, tvcichc 
diese Curven in drei verschiedenen Puncten berühreiu (jCrBlles Journal, T. 36. 
Berlio, Eeimer, 1848. S. 148—152;. 
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und gleichzeitig der Ort der Funde, welche denjenigen 
Curven A entsprechen, die K berühren. 

Sind die Curven A die ersten Polaren ihrer entsprechenden 
Puncte in Bezug auf eine Fundamentalcurve, so fallen die Cur- 
von H und K mit letzerer zusammen *'). 

Aber auch in dem allgemeinsten Falle bestehen zum grösz- 
ten Teile die Eigenschaften, die in diesem Werke für ein 
System von ersten Polaren bewiesen sind, und bleiben selbst 
bis auf den Beweis unverändert. Dies kommt vorzugsweise 
daher, dasz diese Eis'enschaften und Beweise fast alle nicht 
sowol von dem polarischen Zusammenhange der Curven des 
Netzes mit einer Fundamentalcurve abhängen, als vielmehr von 
der linearischen Bestimmbarkeit derselben mittelst nur drei 
von ihnen. Man hat daher für ein beliebiges geometrisches 
Curvennetz folgende allgemeine Sätze, die man mit Zuhilfe- 
nahme der Erklärung eines Netzes und des Lehrsatz I. bewei- 
sen kann: 

Lehrsatz V. Durchläuft ein Punct eine Curve Cm der 
fH'ten Ordnung, so tcird die entsprechende Gerade D von 
einer Curve L der m.n-ten Classe uinhüllty die auch der 
Ort eines Punctes ist, dem eine Curve A, die Cm be- 
rührt, entspricht. 

Hat Cm keine vielfachen Puncte, so ist die Ordnungszahl 
von L gleich m{m -f 2n — 3) ; diese Zahl vermindert sich 
aber um r + j? — 1, wenn Cm einen r-fachen Punct 7nit s 
zusammenfallenden Tangenten hat. 

Aus diesem Satze folgt, dasz die Zahl der Curven A, die 
zwei Curven Cm, Cm' berühren, gleich der Anzahl der Durch- 
schnittspuncte der beiden entsprechenden Curven L ist, deren 
Ordnungszahlen gefunden sind. 

Den Spitzen von Cm entsprechen Wendepuncte. von L, und 
da man so die Classe, die Ordnung und die Zahl der Wen- 
depuncte dieser Curve kennt, so kann man mittelst der For- 
iTieln von Plücker die Zahl der Doppelpunctc, der Dopeltan- 



*) Für den Fall n=l ache man: Plücker, St/stem der analytischen 
Geometrie^ S. 78. 
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Denn nur diejenigen Pole Hetzen auf der Geraden, welche 
KegeUchnitten entsprechen, die dieselbe Gerade berührco; diese 
trifft also den Ort in so viel Puncten, als es Kegelscbiutte 
gibt, die sie berühren. 

Lehrsatz II. (Correlat zu L) Die Fokaren etkee ffege* 
benen Pimeiea in Bewff auf äie Kegeltehnitte der Reihe 
in, v) unMtien eine Curee der n^ten Ciaeee* 

Lehrsatz III. Dfir Ort eines Punctes, deszen Polare 
in Bemg auf einen Kegelschnitt der Reihe (f*, v) 7mt der 
geraden Polare desselben Punctes in Bezug auf eine Curve 
K m-ler Ordnung zusammenfüllt, die einen r-fachen Punct 
o mit s in eine tierade R zusammenfallenden Tangenten 
hat, ist eine Curve der [\i{m — l) + v]-/ea Ordnum; mit 
fi(r— 1) durch o gehenden 7Areigen, von welchen ^{s—\) 
die Gerade R berühren. Letztere hat in o mU dem Orte 
l/k,r gemeinschaßliche Puncte, 

£b sei L eloe beliebige Transversale aoil a ein beliebiger 
Punct von £. Die gerade Polare von a in Besng anf K hat 
dann Ihre Pole In Bezug anf die Kegelschnitte der Reihe naeh 
Lehrsatz L anf einer Curve i^-ter Ordnung liegen, die £ in v 
Puncten af schneidet. Nimmt man umgekehrt beliebig auf L 
den Punct «f, so bilden nach Lehrsatz H. die geraden Polaren 
von ef In .Bezug auf die Kegelschnitte der Reibe eine Curve 
der fi>ten dasse die ft(m — 1) gemeinschaftliche Tangenten mit 
der Curve (m— ^l)-ter Classe hat, der Einhüllenden der geraden 
Polaren der Puncte von L in Bezug auf Jr.(Nr.81a.). Diese 
Tangenten bestimmen auf L ebenso viele Puncte a, und da a 
ein Punct des Ortes ist, sobald er mit einem der entsprechen- 
den Puncte af zusammenfUI^ so enthält L fa(m — y Puncto 
des gesuchten Ortes. 

Geht L durch 0, so nmhüllen nach Nr. 81 b. die «reraden 
Polaren ihrer Puncte in Bezug auf eine ('urve der {m — r)- 
ten Classo. Der Punct O ist also der Ort für /;t(r— 1) Durch- 
schnittspuncte, das hei«jzt, durch 0 gehen fi(r — 1) Zweite des 
Ortes. Die Tancfenten an diese ft(r — 1) Zweige sind offenbar 
die harmonischen Axen des Büschels der v Tangenten von K in 
Kezu!^ auf die ft Geraden, welche in o die" ft Kegelschnitte der 
Keibe berühren, die durch diesen Punct geben. Daraus loigt 
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den Polen einer gegebenen Geraden D gezogen sind, ton 
einer Curve der (2/* + v)-/e/i Classe umhülU. 

Durch o gehen Kegelschnitte der Reihe, und also auch 
ehensoviele Gerade, die nach den entsprechenden Polen von 
D gezogen sind. Auszerdem gehen durch 0 (ü + v Tangenten 
der von den Tangenten der Kegelschnitte in den Puncten, wo 
sie von D geschnitten werden, umhüllten Curve (Lehrsatz VIII.). 
Folglich U.S.W. Es folgt noch: 

Lehrsatz XVI. Zieht man von einem festen Puncte 
Gerade nach den Polen einer gegebenen Geraden D in 
' Bezug avf die Kegelschnitte einer Reihe (f*, r), so umhül- 
len die Tangenten in den Puncten y wo diese Geraden die 
Kegelschnitte schneiden, eine Curve (2^-\-v)'ter Classe, 
für welche D eine v-fache Tangente ist, 

Lehrsatz XVII. Zieht man durch den Pol p einer 
Geraden D in Bezug auf jeden Kegelschnitt einer Reihe 
{fi, v) zwei Gerade pa, pa', deren erste durch einen festen 
Punct o geht, und die einen gegebenen Abschnitt ef der Ge- 
raden D in einem gegebenen Doppelverhällnisz schneiden, 
so umhüllt die Gerade pa' eine Curve der ^Iv-ten Classe, 
für welche oe, of und D v-fache Tangenten sind. 

Die einzigen Tangenten durch o sind nämlich oe und of 
und jede derselben repräsentiert v-mal die Gerade pa' in Folge 
der V Pole, die sie enthält. Auch D repräsentiert v Gerade pa', 
wegen der v Kegelschnitte, die sie berührt. 

Lehrsatz XVIll. Zieht man für jeden Kegelschnitt 
einer Reihe (jn, v) durch den Pol p einer gegebenen Gera- 
den D zwei cor^ugierte Gerade pa, pa', die einen gegebenen 
Abschnitt ef von D in einem gegebenen anharmonischen 
Verhältnisz schneiden, so umhüllt jede dieser Geraden 
eine Curve (fi-fv)-/€r Classe, für welche D eine v-fache 
Tangente ist. 

D ist eine v-fache Tangente in Folge der v Kegelschnitte, 
die sie berührt. Auszerdem gehen durch jeden Punct a von 
D IX Gerade pa, weil a auf D einen andern Punct a' mittelst 
der Bedingung bestimmt, dasz das Doppelvcrbältnisz ißfaa') 
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Wie eloe Reihe von KegelsdinUten, die vier gemeinecbftft- 
lieben Bedingungen genügen, sich mittebt zweier unebhängiger 
.Gbaral^teristii^en bestimmen läset, so kann man ein Detern von 
Kegelschnitten» die nur drei gemeinschaftlichen Bedingungen 
Bi, B^t Bs genügen, mittelst dreier Zahlen X, fc, v definieren, 
deren Bedeutung durch 

gegeben sind, und man kann also die symbolisclie Uieicbung 
anfsteileu 

Aus der oben für die Zahl der Kegelschnitte, welche tünf 
Bedingungen genügen, gefundenen Fornjel, leitet man die Warthe 
von k, |it, V als Functionen der Coefficientea (a.^, ß.,), 

(03, ^3), der Moduii der drei Bedingungen ßi, B^, ab, nämlich 

1 SS J| + 2» + 4tf + 4ID, 

worin der Kilrxe wegen 
gesetzt ist. 

Ist IT das Symbol einer doppelten Bedbgung und ausserdem 

(?p, HO s (Ij», 1^. IF) = (jf. s), W) = (», «); 

und führt man in diese Reiben nach der oben auseinanderge* 
setzten Methode von Chasles nach und nach die BediDgun> 
gen ßi, B%f B% ein, so findet man 

Setxt man nun 

-f a^ 4- «S) = a A -I- 6^ -f ctr , 

das beisat: 
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Der Relation (1) wird geoOgt, und die Gieicirnngeo (2) geben: 

ia^2n{n^l), 4« = 2fli(m— 1), 
8» = 8»t«— («* + n«) —7(1» + ») + 2(d + t) , 
oder auch nach Nr. 99.» Gleichttog (1) nnd (2): 

Die Zahl der Kegelecbnitte dea Syatema (Iffhv) alao, welebe 
eine doppelte Berfihrang mit der Curve IT eingehen, tat: 

ift(ii-- 1)A -h ^[8i»ii— 9(1» -f n) — a(» -t-i^^C»»— 

B^ei spiel 2« Die doppelte Bedingung sei eine drelpnnctige 
fierfibrung mit der Garve VF. Die Zahl » lat in dieaem Falle 
nach Nr. 103. gleich der Zahl der Spitzen einer Gurre der 
(2m-f n)-ten Ordnnng, 2m-ter Claase, mit % Wendepancten } folg- 
lich nach Nr.lQP* Gleichung (5) gleich: 

In der Reihe ('2p, W) können keine KegeUchnitte existieren, 

die au8 zwei Puucteti beätebeu, tuiglicii ist 

^ 2jir-|f=0, 

alao 

y = 2(3« + K), 
und bterron die Gorrelate * 

ss=2(3fft+i)» tt=:30i-f-«. 

Der Gleichung (1) iat genügt^ da man nach Nr. 100. Glelehung 
(5) identiach 

hat, und die Gleichungen (2) geben: 

« = 0, 6 = i(3m+»), c = a 

Folglich ist die Zahl der Kegelachnitte des Syatenie (k, f», v), 
die eine dreipunctige Ber^mng mit der Carre W eingehen, 
gleich 

i(3mfi> oder ^3iifN)fi. 
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Die nachfülgenden Druckfehler, die ich zum groszen Teile der genauen 
Revision der Uebcrsetzuug durch den Herrn Verfaszer verdanke, namentlich 
da, wo eine Ticlleicht mdkt gaxu klare Stdle, in einer etwa^ veränderten 
Art m ftbeneteen ist, liitte ich vor dem Gebraiidie dea Badies Terbeaieni 
SIL woll«ii. MtooilM der Terbeaaeningeii gind Jedoeh» obwohl durch te 
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